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Excercise 1

Vi kgrer den modificerede udgave af DFS, der ogsa farver kanter efter kon-
ventionerne pa side 546 i bogen, pa en tilfeeldig valgt knude i G. Hvis der
findes en knude u undervejs med d[u] = flu] — 1, veelges denne som vores
startknude 7 (vi har da fat i et blad), eller vi vaelger en knude, som vil kunne
naes vha. en back edge (da denne sa vil indga i en simpel cykel). Altsa kan
vi anvende DFS til at finde vores startknude.

Excercise 2

Lad G’ veere den graf, der er fremkommet efter korsel af algoritmen pa den
ikke-orienterede sammenhaengende graf G. Vi vil vise, at der ikke kan findes
en knude u € G’ med enten indegree(u) = 0 eller outdegree(u) = 0, uden
at den ogsa opfylder kravene for en balanceret orienteret graf. Altsa at G’
er en balanceret orienteret graf.

Da G for vi kgrte DFS(G) var en ikke-orienteret graf, vil DF'S(G) resultere
i en DF'S-skov med kun ét trae. Dette folger af Theorem 22.10 og det faktum,
at G i vores tilfeelde er ssmmenhzengende. Dette ene tree medfgrer nu, at fra
vores startknude 7 vil der jfr. Theorem 22.9 gelde, at alle knuder panser r
selv vil veere efterkommere til 7.

e Antag, at der findes en knude u € G’ med indegree(u) = 0. Der kan
ikke eksistere en knude med denne egenskab, da enhver knude bortset
fra rodknuden er efterkommer til rodknuden (jfr. ovenfor) og dermed
har indegree mindst 1. Altsa ma der veere tale om rodknuden. Denne
rodknude kan ej heller have indgaet i en simpel cykel i G, da vi under
DFS(G) sa ville have faet en back edge tilbage til den og dermed en
indegree pa mindst 1 (se eksempelvis Figur 1 herunder). Altsa ma
rodknuden have degree=1, hvormed G’ opfylder betingelserne for en
balanceret orienteret graf.
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Figur 1: Skitse af cykel i DFS

e Antag, at der findes en knude v € G’ med outdegree(u) = 0. Vi deler
op i to tilfselde:

— indegree(u) = 1: Her er der tale om, at u er et blad, altsa er
kravene for en balanceret orienteret graf opfyldt.

— indegree(u) > 1: Dette kan ikke lade sig gore. Nar vi bespger
en knude med degree > 1 fgrste gang, vil vi under kgrslen af
algoritmen fortssette ud af en af de andre kanter (enten som en
back edge eller en tree edge), hvormed vi far, at knuden vil fa
outdegree > 1, hvilket er i modstrid med vores antagelse.

Altsa har vi vist, at algoritmen kgrer korrekt. Med hensyn til kgretiden vil
trin 1 skulle udfgre en eller flere DFS’er, der muligvis stopper, inden de er
kort feerdige. Trin 2 udfgrer ligeledes en DFS, der denne gang kgrer fuldt
ud. Kgretiden er derfor opad begreaenset: O(2(V + E)) = O(V + E).

Excercise 3

Den nedre greense for antallet af kanter £ er V' — 1 i bedste tilfzelde i en
sammenhangende graf som vores. Trin 1 vil i bedste tilfelde kunne kgre i
Q(1), hvis vores startknude r findes i forste hug. I trin 2 vil vi ligeledes i
bedste tilfzelde have, at £ =V — 1 = V = E 4 1. Kgretiden for DFS er
O(V + E), hvilket i bedste tilfeelde sa bliver til Q(V +E) = QE+1+FE) =
Q(2E) = Q(F). Grunden til, at vi kan se bort fra V’s betydning er, at vi
har at ggre med en sammenhaengende graf. Med hensyn til en gvre greense,

sa geelder der, at antallet af kanter maksimalt kan vaere , der jo som

n
2
bekendt vokser meget hurtigere end n selv. Dette vil betyde, at der for en
graf med |V| = n knuder vil gaelde, at antallet af kanter vil dominere, hvilket

vil betyde, at algoritmen asymptotisk kommer til at kgre i O(F) tid.

Alt i alt har vi sa, at algoritmen kgrer 1 O(F) tid.



Excercise 4

Se pa folgende eksempel, hvor vi udelader trin 1 i algoritmen og starter i
knude r:

v (s) T

Figur 2: Tkke-orienteret graf, hvor vi starter DFS i knude r.

Figur 3: Efter DFS(r). Det gik galt...

Her er startknuden r netop valgt, sa den ikke er enten et blad eller indgar
i en simpel cykel. Det gar galt, fordi outdegree(r) = 2 og indegree(r) = 0.
Enhver anden knude ville have veeret med i en simpel cykel eller have veeret
et blad, hvorfor algoritmen ville have virket.



