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Opgave 1
a)

Lad f veere integrabel, dvs. (jfr. 8.2.1):

/abf(x) dm:/abf(sv) dx:/abf(:r) dx

Vi bruger dette til at afggre, om fi er integrabel:

8.3.1

/abf(x) dx:/abf(x) do 8

/:f(x) d$+/cdf($) dx+/dbf(x) dwz/acf(a:) dx+/cdf(as) d:c+/dbf(:v) dx
8.2.1

Q/cdf(x) dx = /Cdf(l’) dx ﬁ/cdfl(x) dr = /Cdfl(w) dx

Dermed er vi kommet frem til, at 8.2.1 geelder for f1, som dermed per defi-
nition er integrabel.

For fs har vi, at

/acfz(x) dr = /:fQ(l') dx = /dbe(x) dr = /dbe(CE) dr =0,

og far derfor, at

ﬁfg(.’ﬁ) dx = df2($) dx
J e = |

Dermed er ogsa fo> integrabel.

Vi har nu, at



og

hvilket vil sige, at

/Cdfl(a:) do = /abfg(x) dz.

Lad maengden af de n afvigende punkter veere givet ved
X ={z1,29,...,2,} C [a;b]. Vi anvender indskudsreglen n gange, idet vi
”deler integralet op”ved hvert af de afvigende punkter:

b)

/abf(x)da: _ /axlf(x)dx+Lj2f(x)dx+...+ ;f(a:)d:g
_ /mg(w)dw—l—/x2g(:v)dx—|—...+/bg(x)d:c

a 1 Tn

Da g(x) er defineret pa samme interval som f(z) og kun afviger i endepunk-
terne af ovenstaende integraler i summen, samtidig med at endepunkterne
er uden betydning for integralernes vaerdi (da [ f(z) da = 0), er g(z) inte-

grabel, og f:f(m) dx = f;g(:v) dz.

Opgave 2

Et godt geet pa en passende funktion ville veere at se pa integralet for funk-
tionen f(x) = xsin(mx) i intervallet [0; 1]:

L 1 VS|
/ xsin(rz) de = [— Cos(mc)] —/ ——cos(mzx) dx
0 v ) 0 0 T

1 1 1 1
=+[—2sin(7r:v)} =—4+0+0=—
T T o T v

idet vi her har integreret partielt.

Vi anvender nu f(x) som vores funktion til at opstille Riemannsummen pa

intervallet [0;1], idet vi laver den trivielle inddeling II,, = {xo, z1,...,2n} =
{0, %, %, ..., 7= 1} inlige store stykker af leengde % Dermed kan vi opstille

Riemann-summen for funktionen f(z) med inddelingen II,,, idet Az = z; —
Ti1= %, med udvalget U, ={k; | ki=2,i=1,...,n}k

ko (kr\ 1 1, . [(km
R(Hn, Un) == Z E Sin <n> . E = ﬁ Zk‘SIH (n)
k=1 k=1
Vi har nu fra Korollar 8.5.4, at
1 < k L
lim R(II,,U,) = lim —stin (W) :/ xsin(rz) dx =
0

1
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Opgave 3
a)

Vi ser pa tilfeeldet @ = 0. Vi bemaerker at fO ) dz er positiv overalt, og

at e > 1, nar x > 0. Specielt er ogsa funkt1onen fo dx divergent (9.5.8),
positiv og konstant mindre end f(x). Derfor er fo - dz ogsa divergent.
Sammenligningskriteriet giver os nu, at da fooo x% dx divergerer, ggr fooo f(x)dz
det ogsa.

Vi ser nu pa tilfeeldet a > 0. Vi vaelger et M > f(x) Vz € [a;1]. Et sadant
eksisterer, da f(z) er kontinuert pa [a; 1], og [a; 1] er en kompakt delmeengde.
Herefter definerer vi en ny funktion, g(z) som folger:

o) ::{ M for x € [a;1]

%e% for =z €]l;00]

Ved denne definition er g(z:) > f(z) overalt og positiv, og sammenlignings-
kriteriet giver, at hvis floo x) dx konvergerer7 sa gor

L f(2) de = fal f(@) dz+ [[° f(z) dz, a >0 det ogsa:
b 1
Jim, J, 9te) de = Jimy Hl:gooo

Vi har nu vist, at faoo f(z) dx er divergent for a = 0 og konvergent for a > 0.

b)
Vi far fra indskudsreglen, at

:/yoof(:v) d:c:/ylf(m) d:v~|—/loof(a:) d:n:—/lyf(x) de + k

Da f(x) er kontinuert, far vi nu fra 8.3.3, at

- (—/ny(fv) dx)'+<k>'=—;2e52 y>0.
)

Lad g(z) veere defineret som i a). Vi har da, at

Fy)—/yoof(:r)dxg/yoog(w)dx, y>1.

Som en konsekvens heraf er

0 b b
lim F(y) < lim g(x) dr = lim lim/ g(x)dr = lim lim {—eﬂ =0
]
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Hvis vi saetter h(y) := floo i dy (som er divergent), kan vi anvende graense-
sammenligningskriteriet til at afggre, om [ F(y) dy er divergent:

1
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1 N
W) _ iy T e =150
) v —h e

F
y—oo h

Idet vi i forste skridt far et 0/0-udtryk og derfor anvender L’Hopitals regel.
Altsa har vi vist, at floo F(y) dy er divergent.



