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Opgave 1
a)

Da \/n —+/n — 1> 0 har vi at ggre med en positiv rackke.

Betragt funktionen g(x) = # . ﬁ = ﬁ, som en positiv, kontinuert

funktion, og desuden er g(z) > f(z) = L (v/n — v/n — 1) overalt.
Vi har nu fra 12.2.4, at > >° | g(x) er konvergent for p > % og divergent for
p <3
Vi kan nu bruge greensesammenligningstesten, der giver os, at
1
= —vn—1 1
”p<\c T )zlimn—\/ﬁ n—1=—.
n? " /n

n—00 2
Altsa konvergerer /divergerer y ° | f(z) ved samme veerdier af psom y -, g(z),
og dermed er > >, f(z) konvergent for p < % og divergent for p > %
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n—oo

b)

Vi ser pa de forskellige tilfaelde:

qg>0:

Rakken er positiv og kontinuert og desuden aftagende pa intervallet [3; oo],
nar ¢ > 0. Vi kan derfor anvende 12.2.3 og integrere:

Iy = /b ! ! dx
b 3 zlnzIn(ln(z))9

1Hb 1 1
e —tmata) = [ e
Ing ¢ (lnt)q
In(Inbd) 1
[s=Int=2=1lods=1dt] = —ds
In(ln3) 57
In(Ind)
= |:1 . Sl_q:|
1—q In(In 3)
= L (b)) — L (in(n )t
l—¢q 1—gq

'

=k



Vi ser nu pa greensevaerdien af integralet:

1
Jim <1 — q(ln(ln - k>
som er lig —k for ¢ > 1 og lig oo for 0 < ¢ < 1.

q=1:
For ¢ = 1 har vi en aftagende rackke positiv raekke, og vi kan derfor integrere:

In(Inb)
In(Inbd)
—ds = [In|sl], ;3 = In|In(Inbd)| — In|In(In 3)
/ln@n3> ~ds = insfjet ) |
som gar mod oo for b — oo.

q<0:

Nar ¢ < 0 har vi:

1 1 _ In(In(n))~
nln(n) In(In(n))? ~ nln(n)

Vi har nu fra opgave 12.2.2, at > > | ﬁ(n) er divergent. Vi har ligedes, at

In(In(n))~4 S 1

N :
€N nln(n) ~ nln(n)

, narn > N

Derfor er % divergent.

Sammenfattende har vi altsa, at Y -, ﬁ(n)m er konvergent for ¢ > 1

og divergent for g < 1.

c)

Raekken er oplagt positiv. Vi anvender forholdstesten (12.4.5):

_|4n? +sn+1 |4+ E4+ 5
= lim |—s————| = lim |—"
n—00 (n3 + 3)T n—00 (n .;3)T
n

Vi ser nu, at der ma ske noget for r = 2/3. Vi veelger et § > 0 og satter
r=2/3+9:
1
4+ % + s
(n343)2/5+5
n2

a= lim =0

n—oo

og forholdstesten giver os nu, at reekken er absolut konvergent.

Senupar=2/3—¢:

4+24+ L
a= lim | —2 " | =00
n— o0 (n3+3)2/3*5
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Her er rackken altsa divergent.

Til sidst ser vi pa r = 2/3:

A+ +h
a= lim |——osm | =4
n2

Her er raekken altsa divergent.

Herudover er ogsd a = 0, nar 4n’ + sn+1 =0 < s = 4n + %, for denne
veerdi af s er raekken altsa ogsa absolut konvergent.

Sammenfattende har vi, at rackken er absolut konvergent for r > 2/3 og for
s =4n + %

Opgave 2
a)

Da limy, o an, = 0, er fglgen jfr. 4.3.1 konvergent.
Betragt funktionen f(z) = % i intervallet fra ¢ til p. f er kontinuert og

begraenset pa dette interval, og den er derfor integrabel:

P 1 D
—dr=[nz|]) =lnp—Ing=1In (- ).
a T q

Vi veelger nu vores f(c;) C%,, og inddeler [¢; p] i II,, = {q, q—i—%,q—i—%, NS

altsa bliver vores Az; = %
Vi vaelger hertil et passende udvalg: U, = {¢; | ¢; = ¢+ -,i=1,2,...,n}.

Da lim,,_.o Az; = 0, kan vi nu opstille Riemann-summen for reekken:

n n

i=1 i=1

Vi har nu ifglge 8.5.4, at

b)

Vi viser pastanden ved induktion efter n:

n=1:

w



Altsa kan induktionen starte.

n>1:

2n 1)k+1
Antag s9, = xp, dvs. ) ;_ 1

Vi ser pa:
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som jfr. induktionsantagelsen er sandt!

= 37" o1 + (induktionsantagelsen).
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Altsa er induktionen (og dermed opgavens pastand) bevist.

c)

Da limy,—00 an = 0, er fglgen ifslge 4.3.1 konvergent.

Se pa:



n 2n
) (_1)k+1 B ) (_1)k+1
P DI
k=1 k=1
n
= D son
k=1
n
[fra opgave b)] = JLI&Z(IZn
[fra opgave a)] = In (p>
q
= In2.

idet vi her har udnyttet, at greenseveerdien for n gaende mod oo ma veere
den samme som for 2n gaende mod oo.

Opgave 3
a)

Da Y>> | ay er absolut konvergent, er >, |a,| det ogsa. Vi har sa:

AN eN: n>N =Ja,| <1

sin(aiJrl)
sin(a2)

< 1.

Vi far sé fra 12.4.5, at da [sin(a2, ;)| < |sin(a?)|, er lim, oo
Altsa konvergerer Y o | sin(a2) absolut.
b)

Se pa raeekken Y 7 % Denne er jfr. 12.2.4 divergent, og folgen (an)nen =
(1/n)nen er begraenset, da 1 €]0;1] Vn € N.
Se sa pa

Vi anvender forholdstesten for generelle raekker for at afggre, om den er

konvergent:
. 1
|sin ()
lim |———<">
ool sin ()

da ﬁ < n—12 og defineret pa |0;1], hvor 0 < sin < 1.

Folgende ma )7 | sin (#) vaere konvergent.



c)
Vi skal vise, at |F(ap)| < |an|, sa er Y o7 | |F(ay,)| konvergent.
Da )" >° , a, er absolut konvergent, er >, |a,| det ogsa, og lim, .« |a,| =

0.
Da |sin(t?)| < [t?| Vt € R, har vi, at

/ sin(t2)dt‘ < / t2dt = [1/3t°];" = 1/3a].
0 0

Betragt:
|an| o]
§ / t2dt = [1/3t3] "= 1/3|an|® — 0 for |a,| — 0.

Sammenligningskriteriet giver os nu, at » -, |F(ay)| er konvergent, sa er
>o2 | F(ay,) absolut konvergent.

d)

Se pa rewkken Y0 a, = Y202, S, Vi har da, at
o0 (_1)n 2_ [ere] 1
> (a) X

som er divergent. Derfor er ogsa > oo sin(a?) divergent jfr. opgave 12.2.4.

Senupay 2, F f sin(t?)dt, som er en alternerende raekke, hvor
limy, 00 Uo sin( t2 dt’ (altsa leddene gar mod 0), og setning 12.3.1
giver os sa, at da ma 220:1 F (an) konvergere, hvormed det gnskede er vist.



