Analysel
Prove 4

Eksamensnummer: 98. Antal sider: 5

7. juli 2005

Opgave 1
a)

o A={(z,y,z)|x>0,y>0,2>02yz <8}:

Betragt projektionerne 7y, o, 73 og funktionen f givet ved 1y : (x,y,2) —
x, my: (x,y,2) =y, w3 (x,y,2) — 2, [ (x,y,2) — zyz, der alle er
kontinuerte afbildninger. Betragt nu deres inverse billeder: 7; *(]0; oo[),

my (105 00]), 731 (10; 00[), £ (] = 003 8). Da er

A=m1(J0;00]) N myt(J0500)) N gt (J0500) N fTH(] — 003 8[)

som er en endelig feellesmeengde af 4 abne meengder, derfor er A aben,
men sa kan A hverken vaere afsluttet eller kompakt.

e B={(z,y,2) | 2>0,y* <4—2z,2yz < 8}:

Betragt projektionen mp og funktionerne f1, fo givet ved 71 : (x,y, 2) —
z, f1 0 (2,y,2) — y2 + 22, fo @ (2,9,2) — xyz, der alle er kon-
tinuerte afbildninger. Betragt nu deres inverse billeder: m; *([0; o0]),
FiH (1= 00i4)), f5 (] — 003 8)). Daer

B=ma"([0;00]) N f7'(]—o0034]) N f3'(] - o0:8))

som er en endelig feellesmaengde af 3 afsluttede meengder, derfor er B
afsluttet. Da B er ubegraenset, er B ikke kompakt.

i C:{($>y72)|0§2§x,y2 §4—2£E}:
Betra‘gt Cl = {(xayuz) | z Z 071‘ -z Z an2 +2$ S 4} Der ggﬁlder

klart, at C' C C1 og C1 C C, dvs. C = (1. Vi kan altsa vha. C} betrag-
te projektionen 7; og funktionerne f1, fo givet ved m : (z,y,2) — z,



fi:(zy,2) = x—2z, fo:(z,y,2) — y?>+ 2z, der alle er kontinuerte af-
bildninger. Betragt nu deres inverse billeder: 77! ([0; 00]), £ *([0; o0]),
f3'(] = 003 4]). Da er

Cr=C=m'([0;00)) N f([0500) N f5(] — 0034])

som er en endelig faellesmaengde af 3 afsluttede meengder, derfor er C
afsluttet. C' er klart begreenset, da 0 <z <2, 0<y<20g0<2<2,
altsa er C' kompakt.

b)

Da vi har vist, at C var kompakt, er det nok at vise, at f er kontinuert, for
sa vil f i folge CB6.10 antage maksimalvaerdi pa C.

Se pa w,x;&():

In(1 2 2
i A+ 22
z—0 x z—0x +1

idet vi i forste skridt har brugt L'Hopital pa et 0/0-udtryk.

Lad (zp,yn) veere en folge, der konvergerer mod (0,0), dvs. fra et vist trin
er alle led i x,, og y,, mindre end eller lig 1. Men sa vil fglgende geelde (da
absolutvaerdi som funktion er kontinuert):

In(1 + z2)
Tn

In(1 + z2y2)
Tn

In(1 +22)
Tn

0< =0.

< , hvor lim

r—0

Jaevnfor ovenstaende ”sandwich”vil sa specielt geelde, at

In(1+ 2%y?)\ 0
- =

xr—

liH?(l) ((1 + 2%y?)

og dermed er f kontinuert. Jeevnfgr CB6.10 antager da f sin maksimalvaerdi
pa C.



Opgave 2:
a)

Vi anvender forholdstesten (12.4.5) pa potensrackken:

In(n + 1)z"*! . n . |In(n+1)-n
1umn = |x| . lim |—
n—oo| (n+1)Ilnn-a” n—oo| (n+1)Inn
—=In(n+1)
’ ) _ : +1
(L'Hopital) = |£C| . nh—>nolo n%ﬁ

—n

2
CES) LA

(L' Hopital) = |JZ| . nlLI& 1) N 2
n? n
) (n + 2)n?
— 1
o] - Yim (n+1)2(n—1)
. n? + 2n?
= |z|- lim

n—oo |n3+n2—n—1
= o] - 1= |a]

Altsa konvergerer raekken for |z| < 1 & —1 < x < 1 og divergerer for
|| > 1< x €] —oo; —1[ U |1;00[, og den har altsa konvergensradius r = 1.

b)

Med a =0,a, = lnT", Gp—1 = % giver 12.7.1 fglgende udtryk:

z > L(nzl) . In(n—1)
F(x) = t) dt = " = ——z" , x €] —1;1],
@ = [ o ar =3 = = S e e 1]
n=2 n=2
som jo netop er en potensrazkke med a =0, a, = %
c)
Vi tjekker konvergens i endepunkterne x =1 og x = —1.

For x = —1er F(x) = >_>° M(—l)” alternerende, og da |a,| er afta-

n=2 n2-n

gende for n > 3, tjekker vi, om |a,| gar mod nul, jfr. 12.3.1:

n(—l)"fl

—1)"In(n — 1 —1)nt
n—oo n?—n n—oo| 2n — 1 n—oo |2n2 — 3n + 1
Altsa er F(z) konvergent i x = —1.
For x = 1 er F(z) = In(n—1) f(n) = =1 o positi konti t f
= = . = positiv og kontinuert for

n > 2 og aftagende for n > 3, altsa kan vi anvende integraltesten 12.2.3 for



at afggre, om F(x) er konvergent i x = 1:

®In(n —1)

lim 5

dn =~ 0,7295 < oo,
b—oo J3 M

—nNn

altsa er F(z) konvergent for x = 1 jfr. 12.2.3.

Vi har nu fra 12.6.8, at potensraekken er kontinuert pa |0 —r; 0+r[=] —1; 1].
Yderligere giver 12.6.9 os sa, at potensraekken er kontinuert pa [—1; 1], som
er det gnskede resultat.

Opgave 3
a)

Vi ved fra prove 3,at y -, ﬁ, x > 0 er uniformt og punktvist konvergent
pa |0; oo|. Betragt delsummen f; = Zk ne’” der oplagt er kontinuert for

n=1 1+e
xz>0.Fora>0,x>aer

nx n

enz

n

ne
ena :

— | <
(1 + ena:)Q —

Betragt nu, idet vi anvender rodtesten 12.4.6,

v/ 1
lim 7§/ ﬂ‘ TN VA LI
n— o0 ena n— 00 ea/n e

Dvs. (f;) er dermed konvergent, og vi kan sa bruge Weierstrass’ M-test, der
giver os, at sa er f, uniformt konvergent for x > a > 0. Efterfglgende kan
vi 84 anvende 11.4.3, der sa giver, at f er differentiabel med den gnskede
afledte f’ for x > a > 0, hvor a var vilkarlig, dermed ogsa for x > 0.




b)

Vi omskriver den givne talrackke:

> (rm-3) = %

m=1 m=1

IA
M8
ME% [
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3
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m=1 \n=1
[oe) —
>
- 1—e™m
m=1

geometrisk raekke

1 —m
< 1 —e1 Ze <0

m=1
~—_———

geometrisk raekke

Jeevnfor 12.1.1 far vi s, at da |r| = |e”!| < 1, konvergerer > °°_ ™™, og
sa giver sammenligningstesten, at sa ma y -, ( flm) — %) ogsa ggre det,
hvorved det gnskede er vist.



