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Opgave 1
a)

Vi deler op i fglgende tilfeelde og finder antallet af lgsninger til ligningen i

hvert tilfselde:
a#0: 1) ingen hvis b*> — 4ac < 0
2) 1 hvis b? — 4ac =0
3) 2 hvis b? — 4ac > 0
a =0: Vi deler igen op i to nye tilfeelde:

b=10_: To tilfzelde igen:

c# 0: 0 lgsninger

¢ = 0: uendelig mange lgsninger!
b#0: 1 lgsning

Altsa kan f antage veaerdierne 0,1, 2, co.

b)
Vi skal vise, at fglgende meengder ligger i Bs:

f7H0) = {(a,b,c) eR®| (a #O0AV? —4dac < 0)V

Y1) = {(a,b,¢) eR3| (a #0Ab* —4ac=0)V

f 12) = {(a,b,¢) eR3|a#0Ab? —4dac >0}
“Hoo) = {(a,b,c) eR3|a=b=c=0}

Vi kan dog skrive lidt om pa disse maengder:

(a=b=0Ac#0)}
(a=0Ab#0)}

F7H0) = ({(a,b,c) e R*|a+#0}n{(a,bc) € R*|b* —4dac < 0})

U{(0,0,¢) € R? | ¢ € R\{0}}

) = ({(a,b,c) € R3 | a#0}N{(a,b,c) € R3|b? —dac = 0})

U{(0,b,¢) € R* | b € R\{0},c € R}

712 = {(a,b,c) eR?|a#0}n{(a,b,c)€R®|V*—4dac >0}

fH(e0) = {(0,0,0)} € Bs

Ovenstaende maengder pa hgjresiden af lighedstegnene er alle abne eller
afsluttede meengder, der derfor ligger i B3, og da B3 er stabil overfor fal-
lesmaengdedannelse og foreningsmeengdedannelse, vil ovenstaende original-
maengder ogsa ligge i By, og derfor har vi ifglge 4.1, at f er en malelig
funktion, der antager veerdier i [0; 00]. Derfor er f € M*(R3, B).



Opgave 2

Se pa en vilkarlig aben meengde D € R. Dan meengden A = {n € N |
faH(D) # 0} € E. Viser nu, at f~H(D) = U,ea{n} x f 1(D) (lighedstegnet
geelder per konstruktion). Kan vi vise, at denne forening ligger i P(N)®E, har
vi lgst opgaven. Men da der oplagt geelder, at {n} € P(N) og f, (D) € E,
kan vi ved hjaelp af seetning 4.21 konkludere, at de to maengder endda ligger i
et frembringersystem for P(N)®E, og derfor selviglgelig ogsa ligger i P(N)QE
selv. Da P(N) @ E — B er en o-algebra, ligger den teellelige forening der altsa
0gsa.

Derfor er f ifglge definition 4.1 P(N) ® E — B-malelig.

Opgave 3

3.1

Vi har at ggre med malrummet (X, E, 1) = (]0; 0o[, B, m). Seet nu

Vi ser nu, at da vi kun ser pa positive vaerdier af z, vil (, [x2 — % — ac) <1,

og derfor er

o0 (o) 1
/ (@) dxg/ le™"| dz = = /7 < .
0 0 2

Altsa har vi fundet en kontinuert, malelig integrabel majorant for f,,-funktionerne,
og integralet giver altsd mening for alle n € N.

Saet nu f(x) = 0, da for et fast x €]0; co] vil

1
lim< :c2——x>:|x—x:0,
n—oo n

dvs. f, — f punktvist. Per 5.27 vil sa

lim Oofn(x) de = /OO lim f,(z) dx = /OO f(z) de = 0.
0 0

n—oo 0 n—oo

Dvs. I, konvergerer for n — oo med graenseveerdien 0.

3.2

Vi har at ggre med malrummet (X, E, ) = (] — oo; 00[, B, m). Seet nu

fn(x) = < 2 — % —LE> 6_12.



Funktionen (2|z|+1)e~*" er en kontinuert mélelig majorant til f,-funktionerne,
da hvis vi ser pa (1 [x2 — % — a:), er 1 majorant, nar x €]0; 1] og 2|x| er ma-
jorant, nar x ¢]0; 1]. Derfor er (2|z| + 1)e™*" majorant for f,(z).

Vi ved fra 3.1, at lim,, fi)oo fn(x) dz = 0, altsa kan vi ngjes med at se pa
integralet fra —oo til O:

0 0 0
/ (2]z| —Fl)e_g”2 de = 2/ |ac]e_x2 dac+/ e dw

—00 — 0 -0
o0 2 0 2
= 2/ ze da:+/ e ¥ dx
0 —00
1
= 1+§ﬁ<oo.

Hvor vi undervejs har brugt, at e~ er symmetrisk omkring y-aksen. Altsa

giver integralet mening, da der findes en integrabel majorant.

Vi bruger nu Lebesgues majorantsetning til at finde veerdien af integralet:

, > 1 2 o 1 2
lim 2—-—=——xle de = lim 2—-—=—zx]e dx
n—oo [_ n oo MO0 n
0 2 0 2
= / (|z| —x)e ™ dx = / —2ze” " dx
—00 —o0

0
= / el dt =1,
—o0

hvor vi i neestsidste lighedstegn har substitueret ¢t = —a2.

Opgave 4

4.1

Kan vi vise, at f,(x) er kontinuert, er f,(x) specielt ogsa malelig. f,(z)
bestar af stykkevist kontinuerte funktioner, dvs. funktionerne —n, f(x),n er
alle tre kontinuerte. Seet nu A; =] — oo; —n[ , A2 = [-n;n] , As =]n;o0[.
Da giver " Tuborg-lemmaet” (4.6), at

—n  hvis f(z) € 4
fa(z) = f(x) hvis f(z) € Az
n  hvis f(z) € A3

s& ogsa er kontinuert.



4.2
Vi viser implikationen begge veje:

=: Antag, at f er integrabel mht. m pa R. Vi ved fra 4.1, at f € M.
Derfor giver 5.23, at [ |f] dm < co. Men da f,, / f, vil [|fn] dm <
J 1] dm < oo, og derfor vil ogsa sup,cy [ |fn] dm < [|f| dm < .

<: Antag, at sup,cy [ |fn] dm < oo. Vi skal sa vise, at f er integrabel
mht. m pa R.
Se pa

Iim/]fn|dm:/lim | fn] dm = |f]dm§sup/|fndm<oo,

hvor vi i forste lighedstegn har brugt 5.27 med sup,,cy [ | fn| dm som
integrabel majorant.

Men sa giver 5.23, at ogsa f er integrabel, hvis og kun hvis |f| ogsa er
det.

Opgave 5

5.1

Vi gnsker forst at finde p(R). Jfr. definition 7.6 er u(R) = [*_ f(y) du, men

da fBOO f(y) du = 0, kan vi ngjes med at se pa fooo f(y) dp (vi regner med
Lebesguemalet, sa vi kan uden videre skrive dy i stedet for du):

"1 —Qogy)? logn 2 00,2
lim —e 2 dy = lim e 2 dxr= / e 2 dr=+V2r.

Idet vi i forste lighedstegn har substitueret x = logy = % = % & dr =

1
Vi skal nu finde p(]0; 1[). Vi bruger igen 7.6:

1 1 —(ogy)? 0 —z? 0 —?
lim —e~ 2 dy= lim e 2 dr= e 2 dz.
n—oo 1 y n—=00 Jlog L —00

2
Hvor vi igen har brugt den samme substitution som fgr. Men da e 2 er

symmetrisk omkring y-aksen, er nu

0 2 1 [ a2 1
/e2d:n:2/ erm:§\/27r.

— 00 — 00



5.2
Viser, at day > 0, er y* > 0, og da y* er kontinuert pa R, er y* € M* (R, B).

Vi kan nu bruge 7.9 til at transponere malet;:

ok (7 () — <k _
/ y* duly) = / 1) dmly) /0 F) dy (f(y) =0, y<0).

—00 —

Brug nu udregningerne i eksempel 13.24 i bogen med o = 1 og substituér

z = logy:
0o —(log )2 0o _.2
/ e 2 dy = / e dz
0 —00

oo 2
—(2—k)
= / ez dz

— 00

12 oo 7y2 12
= e2 e 2 dy=+V2rez,

— 00

hvor vi i naestsidste lighedstegn har substitueret y = z — k (greenserne for-
bliver usendrede ved denne substitution!).

Opgave 6

6.1

2
Lad t €] — R; R[ og st f,(x) = cos(tz)e 2 . Da |cos(tx)| < 1, er
o0 0© 2
/ ]fn(ac)\dwg/ e 2 dr=+V2r < oc.

Da f,(z) desuden er kontinuerte (og dermed malelige), giver definitionen af
¢ mening.

g2

Seet f(z,t) = cos(tx)e 2 . Da er f; kontinuert (den er sammensat af kon-

tinuerte funktioner), dvs. f; er malelig. Det samme geelder for f*. Vi har
2

ogsa, at h(zx) = e 2 er integrabel majorant for f;, og ifglge 6.15 er da ¢
kontinuert pa hele R.

6.2

Lad t €] — R; R[. Vi ved, at f; er malelig og kontinuert. Desuden er
_2?
(f)(t) = —zsin(tx)e 2, dvs. f* er differentiabel pa | — R; R].
_z2 —a2
Men da er |(f*)'(t)] < |z|le 2, sa h(z) = |x|e 2 er integrabel majorant for
(f*)'(¢). Ifolge 6.17 vil ¢ derfor veere differentiabel pa | — R; R| (og dermed
pa hele R) og

T

¢'(t) = /OO —x sin(tﬂc)e_T2 de.



6.3

Vi regner pa venstresiden:

[e.9] 712
)= = / —ze 2 sin(tx) dx
7_12 o0 oo 2
= |:62 sin(tx)} —/ e 2 tcos(tz) dx

2 oo

_? —x
= (lim e 2 sin(tr) — lim e 2 Sin(t:r:)> — t/

N -
T—00 T [e'¢) oo

42
cos(tr)e 2 dx

= 0-0-— t/oo cos(tnr:)eiTz2 dx = —to(t).

— 00

6.4

Seet y = ¢(t). Fra opgave 6.3 har vi sa, at y lgser differentialligningen ¢y’ =
—ty. Derfor er det velkendt, at lgsningen er givet ved

L 1
/dy:/_tdtjlny+m:—<2t2+k>:>y:c.eétQ.
y <z

a2
Vi ved, at ¢(0) = ffooo e 2 dr = /2w, som vi indsztter i ovenstaende
udtryk for y for at finde konstanten c:

V2or = ce = ¢ = Vor.

71&2

Altsa far vi til sidst, at ¢(t) = vV2me 2 .



