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Opgave 1

1.1

Vi anvender szetning 14.4 i samspil med 14.3 og tjekker, at F'(z) opfylder de
fire krav i 14.3:

1) Da e~ er aftagende, kan parentesen ikke blive O eller negativ, da
x > 0. Men da er parentesen positiv og voksende, hvilket oplgftningen
til en positiv eksponent « ikke sendrer ved. Derfor er F'(x) voksende.

2) Da limg\ o(1 — e )™ = 0% = 0 = F(0), er F(z) klart kontinuert fra
hgjre.

3) Se pa: limg_oo(l — €7°)® = lim, oo 1% = 1.
4) Se pa: limg,—, (1 — e_l’z)a = lim,_,o 0% = 0.

Altsa er F(z) ifplge 14.4 en fordelingsfunktion.

1.2

Vi bemsaerker, at F'(x) endda er strengt voksende pa ]0; 00, og vi kan se
bort fra | — 00; 0], da intet af sandsynlighedsmassen ligger i 0 eller negative
veerdier. " Efterspillet”til definition 14.11 giver os da, at I(p) = {z €]0; co]]
F(z) = p}. Dvs. for > 0 har vi, at

Flx)=p= (1—6*352)‘” =p=(1 —6*12) =pl/a = =@ = _pl/a 41

= —22=In-p/*+1=2=/—In—p/o+1.
Dvs. I(p) = v/—In—pl/® + 1 er vores fraktilfunktion.

Vi lgser nu I(1/2) = 1 med hensyn til «a:

1(1/2) =1= \/— ln((—1/2)1/a + ]_) =1= 111((—]_/2)1/& + 1) -1
= (1=t 1= (1) =1 el s ot = M)

—In(2)
—In@) _~1,51.

= a= In(1—e—1)

1.3

Jaevnfor eksempel 14.5 ser vi pa

2axe (1 —e )"l 250

o) = o) = { ; e

Det ses nu, at f(z) > 0 Vz € R. Desuden er f(x) kontinuert, sa vi har alt i
alt, at f € MT(R,B). Derfor har v teethed f med hensyn til Lebesguemaélet
m.



14

Vi bruger seetning 11.3 med v = f-m = X (P), f(z) = 2aze " (1—e = )1
z € I =]0;00[ og seetter h(z) =e ", h: R — R, og J =]0;1].

)

Vi ser nu, at h afbilder I bijektivt pa J (h er strengt aftagende, kontinuert
og differentiabel og lim, o h(z) =1 og lim,_, h(z) = 0).
Vi finder sa h=!(y) for y > 0:

y=e" =z =1/~In(y) = h'(y) = v~ In(y),

som er kontinuert og differentiabel med kontinuert afledt. Dvs. ™! er en
C'-afbildning pa J, og derfor er h en C'-diffeomorfi fra I til J. Desuden er
v(I) = v(R) = 1, er sa er kravene i seetning 11.3 opfyldt, og h(v) = f - m,

hvor
3 -1 . -1y
ﬂw:{fm @”J“ M@|:z§§’

a—1

f(N () = 200/~ In(g)e VRO (1 _ 6@2)

— 20y/~In(y)(1 - y)* .

Som s& giver os, at Y = e~ X * er fordelt med teethed f mht. Lebesguemalet
m, hvor

~ S @) 1Y) L yeT [ a—yl L yeld
””‘{ o Y ,§¢J}‘{ o ygr

1.5

a) Vi anvender fremgangsmaden i eksempel 13.3 med t(y) = y~” og reg-
ner:

0 e’} 1
/ t(w)| f(y) dy =/ ly P la(l—y)* ! dy = oc/o y P (1—y)* " dy,

— 00 —00

som er en B-funktion med parametre \y = 1 — § og A2 = a. Men
B-fordelingen har modus i 0 (og dermed endeligt integral), hvis

O<Mi<leldl-03<lesl>pg>0.

Altsa har Y8 fgrste moment, nar 3 €]0;1].



b) Vi anvender definition 13.1:

1.6

/ o dv(x) = / :Uk2a3:e_x2(1—e_x2)°‘_1 dx
0

—0o0

(subs. y = 6712) = « —\/—lnyk(l —y)*dy

Vi ser nu, at v/—Iny" € M*+(]0; 1], B) er majorant for
\/—lnyk(l — )y €]0;1] og fol V—Tny* dy =T (1+ 1k), som er
endeligt ifglge 6.9. Altsa er /— In yk integrabel majorant, og derfor er

x* v-integrabel, dvs. X har momenter af alle ordener.

Vi regner:

EX? = / 2% dX (P)(x)
0
> 2 —x? —z2\a—1
= x2axe”™™ (1—e ) dx
0

1
(subs. y =1— e_mg) = a/ —In(1 —y)y* " dy
0
1 %0k
= a/ Tyl dy
0 k
k=1
1

o .k
B Yy t+a—1
= a/o E Tdy
k=1

e 1,k _
(5.10) = aZ/ o L dy
k=10

(a+k)k

8

= (07K
k=1

- g(a—i—k)k

k=1

Opgave 2

a)

Da [ f(x)" dv = [ [f(x)|" dz < o0, og
feM(R,B) er f e Ly(]1;00[,B,m).
Seet nu h(z) = % ogp=4=q= ]% = % (p, q er duale eksponenter).



4/3

dx

Vi skal sa vise, at h € Ly/3 (]1;00[, B, m):
1

Oohm4/3da: = /OO
| ) e
1
= /oocc4/3dx
1

= lim [—31‘_1/3}

n—oo

1
= lim (—3n*1/3 + 3(1)*1/3) —3< o0

n—oo

Altsa er h € Ly/3(]1;00[,B,m). Men sa giver Holders ulighed os nu,
at g=f-heL(]l;00[,B,m), dvs. g(x) er integrabel mht. til m.

b) Vi bruger nu anden del af Holders ulighed til at vise den gnskede
ulighed:

[Tl = [Tl @
< Ifll- | ;
4/3
0 1/4 oo |1 [4/3 3/4
— 4 . -
= ([ e ) (/ ! daz)
/

_ 427-</100|f(:n)|4da:>1/4.

Seetning 5.25 giver os da, at

/1009(37) dr| <




Opgave 3

3.1

a) Vi viser, at integralerne af funktionerne er endelige for alle n € N:

n+1
[l = [ ar=ip =1 <o

"1
/\gn(x)]dx = /1 - dx =[lnz|! =Inn < co
/|hn(:€)]d:v = / i? d:)::[—l} :1—1<oo
L T, n

[ = [

Dvs. alle fglgernes elementer er £ (m)-funktioner.

b) Vi ser pa afstandene mellem det n’te og det m’te element i hver af
fglgerne, hvor n > m og n,m € N:

Voo — fulli = / fo— fonl di = / Lmtt) — Lommey| de
n+1

m+1
= / 1d:C+/ ldr=14+1=2.
n m

11
lgn — gmlli = /gn—gm|d$=/ ‘x(l(l,n)_l(l,m))‘ dz

n

|1
1 — hlly = /|hn—hm| dx:/
oo | T

1‘ dr =Inn —Inm.

11
=l = [ o= ol o = | \ '\1<n,n+1>—1<m,mﬂ)\ da

x

n+1 1 m-+1 1
= / —| dx +/ —| dx
= [n|z[2*! + [In|z]2 =1n <1 + 1> +1n (1 + 1) .
n m



¢) Vi skal her jfr. afsnit 4.4 i noterne afggre, om afstandene gar mod 0
for n,m — oc:
1) limy, oo || fn — fmll1 = 2, altsa er f, ikke Cauchy i L;-forstand.

2) limy m—oo ||gn—0m/|1: Vikan ikke gore afstanden mellem to vilkarlige
elementer vilkarligt lille,
altsa er g, ikke Cauchy i L-forstand.

3) limy, m—oo [[An — Amli = 0 — 0 = 0, altsa er h, Cauchy i L;-
forstand.

4) limy, oo [|kn — km|i = 04+ 0 = 0, altsa er k, Cauchy i L;-
forstand.

3.2
Samme fremgangsmade som i 3.1, blot i Lo-forstand:

) Vi viser, at integralerne af funktionerne er endelige for alle n € N:

n+1
/|fn )P de = / lde=[z]"" =1< 0

2 — — —
/\gn(a?)! dr = /1 " dm—{—x}l_l—n«)o
"1 1 "o 1
2 5. _ _ -3 _
firerr as = 7| e -] =5 (0 55) <=
n+1 1 1 n+1 1 1 1
k?’l 2d = —_— d = —_—— = — P
/\ ()| da /n 2| dx xL e s

Dvs. alle fglgernes elementer er Ly(m)-funktioner.

b) Vi ser pa afstandene mellem det n’te og det m’te element i hver af
fglgerne, hvor n > m og n,m € N:

1/2
Vo Fullz = </!fn—fm|2 da:)

n+1 m—+1 1/2
= (/ 1dw—|—/ 1dx> =V1i+1=+V2

m

1/2
(/ ’gn _gm|2 dx)
s 1 2 1/2
= (/Oo ‘x(l(l,n) —1am)) dﬂ?)
n 1/2
(L
m T m n

Hgn - gm”?

< 00



1/2
i — Bl = </|hn—hm|2 dx)
1
= (/—oo ?(1(1,71) - 1(1,m))
n 1 1/2
_ / LI N A S
m T 3m3  3n3
1/2
ln — Emlls = /|kn—km\2 d:):)

- 5 1/2

= </ (n,n+1) — 1(m,m+1)) d.%')
m+1 1 1/2

m X

_\/ R 1
- n n+1 m m+1

c) Vi skal her jfr. afsnit 4.4 i noterne afggre, om afstandene gar mod 0
for n,m — oc:

1) limy, oo || fu—fimll1 = V2, altsd er f,, ikke Cauchy i Lo-forstand.
2) limy, m—oo [|gn — gmll1 = VO —0 = 0, altsa er g, Cauchy i Lo-

forstand.
3) limy, ;oo [[An — Aml1 = VO —0 = 0, altsa er h,, Cauchy i Lo-
forstand.

4) limy, oo ||kn — kmll1 = VO—04+0—0 =0, altsa er k, Cauchy
i Lo-forstand.



