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Opgave 1

De to punktmeengders ligninger og forskrifter for randene er givet ved:

A:{(x,y)eRQ\(w—0)2+(y—0)2§1} , Yy =+V1— a2
B={(z,y) eR*|(z—1)*+(y— 02 <1} , y=+/z(2—2).

20\ 2
punktmaengden A N B deles altsa i to lige store dele i x =

Randene skzerer hinanden to steder i z = 1 <l 3/4) og (l - 3/4), og

1
2

Lad nu en ny mengde, A’, vaere givet ved A’ = {(z,y) € R? | 22 + 9% <
1,z> %} (skraveret med lyseste farve pa figuren). Arealet af denne punkt-
maengde er netop halvdelen af arealet af AN B. Lad nu f(z,y) = 1a/(z,y) =
lang(z,y). Daer f € M, og vi kan ved hjelp af Tunellis saetning finde
arealet af AN B:

Z/f(x,y) dmem — 2/_f/m1 ddy

=y }\6;+[arcsin(y)} e

g
- ()5

? 2
som bliver arealet af A N B. Ved fgrste lighedstegn har vi brugt sesetning
Tunellis seetning (8.11).



Opgave 2

Vi kan se pa [ |f(x,y)| dmg, hvor E = [-1;1] x [—1;1]. Dette kan vi ggre
vha. Tunellis seetning, da |f| ifolge Tuborg-lemmaet er malelig og klart ikke-
negativ, dvs. |f| € MT. Vi regner:

y
[t =[] o
0 X 1 X
- S| +/ S —A
/_1'y‘< / @12 U @i ) y
1 y? y*+1 g
Lo —dt)| d
/_Iy\ / 57 +/y2 572 y
y2+1
- / |y\/ Lty
1 y+1
= / |y\ {t] dy
-1 y2
1 -1 1
- /_1|y‘ <y2+1+yz> dy

hvor vi ved tredje lighedstegn har substitueret ¢t = 22 + 32. Vi finder altsa,
at f ikke er integrabel over F, og vi kan derfor heller ikke anvende Fubinis
seetning til at udregne en eventuel feelles veerdi af integralerne, og méa derfor
regne dem efter ved handkraft.

Vi bemerker dog forst, at integralerne (hvis de eksisterer!) ma veere ens, da
f har den egenskab, at det er ligegyldigt, hvilken variabel man integrerer
efter forst:

1 1 xy
" dxdy = 5 dad
/1/1<x2+y2>2 o / / x? v
y2+1
= / / 2t2 dtdy
= / -0 dy
—1

= 0,

som bliver den felles veerdi af de to integraler. Ved andet lighedstegn har vi
igen substitueret med ¢t = 2% 4 y2. Altsa eksisterer begge integraler, og de
har den feelles veerdi 0.



Opgave 3
3.1

Vi ser forst, at f € L1(R), da f er kontiniuert (og dermed malelig), og

1= ‘e"‘”“ de = [7° eIzl dy = 2 [Se " da
= 2limy, o0 [—e 7]y =2(0+ 1) = 2 < 0.

Vi kan sa finde den Fourier-transformerede af f:
o = [ et

—iéx zd$+
0

dt—i—/
0
dt+/

0

o0
0
0
( itt _|_e—z§t) —t g
0

L.
|
-]
s
= 2 / cos(Et)e ™t dt.

Som efter passende variabelskift giver det gnskede resultat. Vi har ved tredje
lighedstegn substitueret ¢t = —z.

Vi regner nu igen pa den Fourier-transformerede af f, idet vi integrerer
partielt to gange:

fle) = 2 /0 cos(éx)e™ da

n

= 2| lim [1Sin(§x)e_m]

n—oo 5

©q .
—/0 gsm(fx) (—e™) da

0
=0
= —2/Ooo§sin(§x) (—e™) da
- 2 [ S&ﬁﬁ“@x”]o
- (o- e

o (Z1E=0) 2
a 2(5(1+£2)> 1+¢2



3.2

Vi skal nu ggre rede for, at f opfylder betingelserne i Fouriers inversionssaet-
ning (8.8%). Vived, at f € £;(R). Viskal sa vise, at f € Cy(R) og f € L1(R).

f er klart kontinuert og begraenset, da den kun antager vaerdier i |0; 1], altsa
er f € Cp(R). Vi regner lidt pa

el e -2 e

= 2 lim [arctan(§)]",, = 27 < oo.
n—oo
Altsa er ]?E L1(R), og dermed opfylder f betingelserne for at bruge inver-
sionssaetningen.

Vi ser nu, at f: 29 =g = %f Dette medfgrer sa, at F~1(g) = F! (%f) =
% f, da Fourier-transformationen er linezer. Vi kan sa regne pa

1 oo

F o) = o 7006"5’”9(93) dzx (1)
_ % Oo_oo _emiEtg(—t) dt 2)
= % Zeiﬁg(t) dt (3)
= 00 = 50 =5 8

hvilket medfgrer, at

1. 1 - _

5-0(6) = 57 = g(¢) = me”®
som gnsket. Vi har i (3) benyttet, at g er en lige funktion, dvs.
g(—t) = g(t), og i (2) har vi substitueret t = —zx.

3.3
a) Vi regner for a > 0 p
F(lea)) = [ e flaa) da (5)
- /_Z 2e_i§tf(t) dt (6)
_ i/j: ée_’%tf(t) dt (7)
= if(i) , a>0, (8)

hvor vi 1 (6) har substitueret ¢ = ax, hvorved greenserne forbliver
usendrede, da a > 0.



b) Lad for a > 0 vaere givet

1

h(z) = 1T (an)? = g(ax).

Da far vi, at

F(h(z)) = Fg(az)) = 5 <5> L =TS aso

Opgave 4

4.1

Fra antagelse c. og at |e™%%| < 1 ved vi, at V(£,y) < oo. Vi kan altsa an-
vende |u(x,y)| som integrabel majorant for V', og derfor er V' veldefineret.

For at vise kontinuiteten gar vi frem som i beviset for ssetning 6.15 i bogen
og antager (&n,Yn) — (£o,%0) for n — oo og skal sa vise, at
V(§n7 yn) - V(gﬂa yO)

Seet nu
g ()] = [e” " u(w, yn) — e 0% u(x, yo)‘ < u(z,y) +u(z,y) = 2u(z,y)

Da u(x,y) er integrabel, fglger det af majorantsaetningen, at sa er g,(x) det
ogsa, og da (&, yn) — (§0,%0) , n — 00, vil [ gp(z) dz — 0.

Men da

V(& yn) = V(€o,90) = [Tog e ulw, yn) do — [73) e 0%u(x, yo) dz

far vi sa, at V (&, yn) — V' (&0, %0) — 0 for n — oo.

Vi har nu gennemfort beviset for 6.15 i bogen for V (£, y), og derfor er V (£, y)
kontinuert.



4.2

Vi regner pa differentialligningen:

2 2 oo

?9;2/ = %/_me_zfxu(x,y) dx 9)
_ /°° —iga 0% (,y) d (11)
= 7006 ayzu T,y X

2U
2U

= 5, (—gﬁ(wayo (&) (13)
= 6% (-1) - u(&,y) (14)
= &g,y =&VIEY), (15)

hvor vi undervejs har brugt fglgende:

(10):

(11):

(14):

4.3

b)

Seetning 6.17: (R, B, m), y € I =]0; 00| abent. u: Rx]0; co[— R.

u, er kontinuert og malelig jfr. antagelse c.: [0 |u(z,y)| do < k €
R4,y >0, dvs. uy € L1(R).

u” er kontinuert og differentiabel jfr. antagelse d. for y > 0, dvs. for
hele I, og jfr. antagelse b. har g—Z(aﬁ,y) en integrabel majorant.

Seetning 6.17: Samme mal rum og interval. % : Rx]0; 00[— R.

%y er kontinuert og malelig jfr. antagelse b.: g—Z har en integrabel

majorant.

%1’ er kontinuert og differentiabel jfr. antagelse d. for y > 0, dvs. for

hele I, og jfr antagelse b. har % en integrabel majorant.

har

integrable majoranter og derfor begge er Li-funktioner. Desuden ved
vi, at u(z,y) € C?, dvs. u(z,y) € C! og %(m,y) € CL.

Saetning 8.6 ii) (to gange): Af antagelserne har vi, at ‘g—;“ og ‘giyg

Vi ved, at den generelle lgsning til %27‘2/ = €2V er givet ved V(£,y) =

c1e8Y + coeY. 1 vores tilfaelde er konstanterne afheengige af £, sé ¢y =
91(&) og ca = g2(&), og den generelle lpsning bliver da pa formen

V(&) = g1(©)e™ + ga(&)e™ .

Vi ved, at

V(g y) = / T (e, y) de = gu(€)e + ga(E)e

—00



og at

VE0) = [ ) do = FlO) = (@0 + ga(©)e ¢,

—0o0

hvilket altsa vil sige, at

~

(&) = 91(&) + g2(8)-

Se nu pa V (&, y) = g1(£)eY + g2 (€)e™%Y, &€ € R. Da vi ved fra antagelse
c., at V(&,y) har en integrabel majorant, er V' specielt begrzenset, sa
for y — oo ma g2(§) = 0 for £ <0, og g1(§) = 0 for £ > 0. Vi ved ogsa,
at f(§) = g1(§) + 92(¢), og derfor er

_F©ey  e<o
V“””‘{f@w<y, >0

Men dette er fuldsteendig aekvivalent med at sige, at

-~

V(E,y) = f(&)e .

4.4

Vi gnsker at finde f,g,sa V =F(fxg) =Ff -Fg= f(f)e“ay. Vi anvender
resultaterne fra 3.2 og 3.3 og ser pa

7T_1

M) =1

der har F(k(z))(€) = e~ €. Vi bruger nu resultatet fra 3.3 med a = %, y>0
og far sa, at F (k (%)) (&) = ye . Lad nu

—~1_—1
yom

—_ — bl > O.
gl@) =17 TRk
Vi kan sa bruge 8.18 i Fourier-noterne:

~

Ayl — 5.5 — _ym
Vi bemeerker nu, at g(z) € Lo(R), da vi nemt kan finde en integrabel
majorant for g(x), ligegyldigt hvor mange gange vi integrerer. F.eks. kunne
x—lp, p > 1 veere en mulighed, altsa floo xip dzx. Men sa giver Bemaerkning 8.15
i Fourier-noterne os, at f * g er defineret for alle z, og at fxg € Cy(R). Alt i
alt har vi sa forudseetningerne for Fouriers inversionsseetning opfyldt, og vi

far sa, at
-1,_—1

u=F V) =F L (F(fxg) =F" (ff <u(aj, 0) M)) .



4.5

Lad forst )

u(z,0) = f(x) = 1122

Da er
V(Ey) =TF(f+g)(€) =TFf Fg=me Flelélv.

Men sa far vi nemt, at

1 .
uw = FNISTg) =5 / I

_ ! / ci€r—(€l+ely) g

2
0 00
/ (e g | / pir—E—y dg)
— 00 0

/ §(ix+1+y) d§+/oo e—g(—m+1+y) d§>
00 0

N N

1
-0+0+ ———
m’+1+y —ix+1+y

( 1+y 1+y )
L+2y+y?+22 142y +y? +a?
242y
()
I+y

N —= N N = wm—n R Y

1

som er vores eksplicitte udtryk for u, nar u(z,0) = 77.

= F(f(2))(€) = me 1.

0
l'm |:1e§(ix+1+y):| + |:_1€—§(—i$+1+y):|
w+1+y n —iz+14+y

n

0

)



