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Bemarkninger til noterne:
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teraret 2004 til foraret 2005. Forelaesningerne er afholdt af Ian Kiming (ki-
ming@math.ku.dk) og er baseret pa Carol Schumacher: ’Chapter Zero’ (CZ)
og forelzeserens egne noter. For uddybende eksempler henvises til CZ.
Eventuelle rettelser/kommentarer til denne notesamling kan mailes til mig
pa Anders.P@math.ku.dk.
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Addison-Wesley (2001)
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Kapitel 1: Logik og slutninger

Definition 1. (CZ 1.2: Udsagn og preedikater)
Et udsagn er en setning, der er enten sand eller falsk men ikke flertydig.

En setning med en fri variabel, der, nar den erstattes med en passende veer-
di, bliver til et udsagn, kaldes et predikat.

Definition 2. (CZ 1.3: Kvantifikation)
At kvantifisere et predikat til et udsagn vil sige at anvende falgende to
kvantorer:

o V'  7for alle” kaldes alkvantoren
e 1 7der eksisterer” kaldes eksistenskvantoren

Hvis et udsagn indeholder mere end én fri variabel, kan vi bygge udsagn ved
at kvantifisere hver enkelt variabel.

Definition 3. (CZ 1.4.1: Matematiske udsagn)

Et udsagn pa formen "Hvis A, sa B”, hvor A og B er udsagn, kaldes en im-
plikation. A kaldes implikationens hypotese, og B kaldes konklusionen.
"Huvis A, sa B” siges ofte ”A medfagrer B” og skrives

A= B.

Definition 4. (CZ 1.6: Sammensatte udsagn)
Givet to udsagn A og B. Disse kan sammensettes pa folgende mader:

e "A og B” kaldes kongunktionen mellem A og B og skrives AN B.

o "A eller B” (eller begge!) kaldes disjunktionen mellem A og B og
skrives AV B.

o "Ikke A” kaldes negationen af A og skrives ~A.

e "A hvis og kun hvis B” kaldes eekvivalensen mellem A og B og skrives
A<= B.
”Hvis og kun hvis” forkortes ofte “hviss” pa dansk eller pa engelsk

77iﬁ'77.

Definition 5. (CZ 1.6.1: Sandhedstabeller)

Givet to udsagn A og B. Folgende er en sandhedstabel for udsagnene i CZ
Definition 1.4.1 og 1.6 ud fra sandhedsverdierne for de to udsagn A og B
(1 er sand og 0 er falsk):



A B A=—B AANB AvVvB ~A A<—B B
1 1 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Definition 6. (CZ 1.6.3: Modstrid og tautologi)

Et sammensat udsagn, der altid er falsk, ligegyldigt hvad sandhedsverdierne
er for de simplere involverede udsagn, kaldes en modstrid.

Eksempelvis B N\ ~ B.

Et sammensat udsagn, der altid er sandt, kaldes en tautologz.
Eksempelvis (AN ~ B) <=~ (A= B).
(Tjek selv eksemplerne efter ved at konstruere sandhedstabeller!).

Definition 7. (CZ 1.8: Negation af udsagn)
Et negeret udsagn er sandt, netop nar det oprindelige udsagn er falsk (og
omvendt). Det samme gelder for predikater.

Kvantorer negeres ved, at ¥V bliver til 3 og omvendt.
Eksempelvis: ~(Vz € R: 23 =2)=3z eR: 23 #z

Se desuden noterne 'Logisk huskeseddel’ af Tan Kiming (hent filen: lokalt
(fra samme mappe som dette dokument) eller fra nettet).

Definition 8. (CZ 1.9: Eksistenssaetninger)

En setning, der hevder eksistensen af et matematisk objekt, kaldes en ek-
sistenssetning

Eksempelvis 3z € R : z° = x. For at bevise dette, ville man normalt pro-
ducere en kandidat (x = 1) og sa vise, at denne kandidat opfylder setningen.

3

Definition 9. (CZ 1.10: Entydighedssaetninger)

En setning, der garanterer éntydigheden af et matematisk objekt, kaldes en
entydighedssaetning. For at bevise en sadan setning antages det, at der
eksisterer to sadanne objekter, og det bevises, at de sa ma vere ens.

Definition 10. (CZ 1.11: Eksempler og modeksempler)

Et eksempel er en kandidat til et udsagn, der gor udsagnet sandt. Er udsag-
net en eksistenssetning (og kun i dette tilfelde!), udgor eksemplet et bevis
for denne (forudsat man selvfolgelig har vist, at eksemplet opfylder udsag-
net!).

Et modeksempel er et eksempel pa en kandidat, der modbeviser en setning.
Duvs. et eksempel der viser, at et udsagn ikke geelder for den pageldende kan-
didat. At finde en sadan kandidat udger et modbevis for udsagnet.
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Definition 11. (CZ 1.12: Direkte bevis)
Nar en implikation vises ved at antage, at hypotesen er sand og sa vise, at
konklusionen ogsa er sand, har man udfort et direkte bevis.

Definition 12. (CZ 1.13: Bevis ved kontraposition)
Man kan vise, at
A=— B=~B=—~A

~B =~ A kaldes kontrapositionen til A — B.

Dus. kan man bevise ”Huvis ikke B, sa ikke A”, har man bevist "Huvis A, sa
B”. Et sadant bevis kaldes bevis ved kontraposition.

Definition 13. (CZ 1.14: Bevis ved modstrid)
Man kan vise, at
A=(~A) = (PA~P),

0g
A= B=(AA~B)=> (PA~P).

Duvs. hvis man antager, at et udsagn er falsk, og man derefter kan vise, at
dette medforer en modstrid (P N\ ~ P), har man vist, at udsagnet er sandt.
Et sadant bevis kaldes et bevis ved modstrid.

Se f.eks. beviset for Seetning 23 (CZ 8.4.5).



Kapitel 2: Maengder og maengdeoperationer

Definition 14. (CZ 2.1.2: Intervalnotation)
Lad a og b veere reelle tal. Vi definerer sa:

b = {reRja<z<b}
[a;0) = {xreR|a<z<b}
(a;0) = {zeR|a<xz<b}
(a;0) = {zeR|a<z<b}

[a; b] kaldes det lukkede interval fra a til b.

(a;b) kaldes det abne interval fra a til b.
[a;b) og (a;b] kaldes halv-abne intervaller.

Definition 15. (CZ 2.1.3: Den tomme maengde)
Den tomme maengde skrives () eller {}.

Definition 16. (CZ 2.2.1: Delmangde)
Givet to mengder, A og S.

SCA&Vr: (reS=zxcA)

Saetning 1. (CZ 2.2.2)
For alle mengder X geelder: (i) 0 C X og (i1) X C X.

Bevis. Vi viser begge pastandene:

(i) z € ) = x € X: Venstresiden er falsk for alle z, altsa er implikationen

sand!

(ii) x € X = x € X: Der vil altid veere samme sandhedsveerdi pa begge

sider af implikationen, derfor er den sand!

Definition 17. (CZ 2.2.7: Mzngdelighed)
Givet to mengder, A og B. Der gelder sa:

A=B& ACBABCA

Definition 18. (CZ 2.3.1: Komplementaermengde)

Givet to meengder, S og U, hvor S C U. Da defineres komplemaenter-

maengden til S:
SC.={zxecU: x¢85}

som ogsd ofte skrives U\S eller CS.



Definition 19. (CZ 2.3.4: Felles- og foreningsmaengde)
Givet to mengder, A og B. Da defineres:

ANB:={x: x€ ANz € B} kaldes fellesmengden mellem A og B
AUB:={x: v € AVx € B} kaldes foreningsmangden mellem A og B

Definition 20. (CZ 2.3.6: Disjunkte maengder)
Givet to mengder, A og B. Hvis AN B = (), kaldes A og B disjunkte.

Definition 21. (CZ 2.3.13: Feelles- og foreningsmgd. for samlinger af mgd.:)
Lad {Ba}aen vere en samling af mengder, hvor B, C X. Da defineres:

UBa:{x|E|a€A:$EBa}
agl

ﬂBa:{x\VaEA:xEBa}
a€cl

Saetning 2. (CZ 2.4.2)
Lad A,B og C vere mengder. Sa gelder:

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
Bevis. Se CZ s.48. O

Saetning 3. (CZ 2.4.5)
Lad A vere en vilkarlig indexmeangde for en samling af maengder {Ba}aca,
og lad A vere en maengde. Sa gelder:

(4) AU(ﬂBa> = () (AUB.,)

a€A aEA
(i4) Am(UBa> = (J@AnB.)
a€EN aEA

Bewis. Vi viser begge pastande:
Bevis for (i):
re AU ﬂBa@xeA\/aze ﬂBa
a€A a€N

sSreAVNVaeA: ze€B,)eVaeA: x€ AVz e B,
©VaeA: 1€ AUB, &z € ) (AUB,)
acA
Bevis for (ii):
xeAmUBa@meA\/xe UBa
a€A a€A



SrEAN(TaeA: z€By) e JacAN: x€ ANz € B,

SdacelA: e ANBy &€ U(AﬂBa)
acA

O]

Saetning 4. (CZ 2.4.6)
Lad A veere en vilkarlig indexmangde for en samling af maengder { By }aen,
og lad A vere en meengde. Sa gelder:

(4) Aﬂ(ﬂBa> = () (AnB.,)

a€EA aEN
(i1) AU (U Ba> = (J(4uB.)
a€cA aEN
Bevis. Kgrer fuldsteendig analogt med beviset for 2.4.5. O

Saetning 5. (CZ 2.4.9)
Lad A vere en vilkarlig indezxmangde for en samling { Aa taca af delmaengder
af en mengde U. Sa geelder:

(i) (UAa)e = N4

a€N aEA
e
(i) <ﬂ Aa) = Jas
a€N acA

Beuwis. Vi viser inklusionen begge veje:

Bevis for (i):

c
: Antag, at = € (U Aa> . Dvs. z ligger ikke i A, for et a € A, altsa

C
a€cl
ligger 2 i AS for alle o € A, som er det samme som ﬂ AS.
a€cl
D: Antag nu, at x € ﬂ Ag, dvs. 2z € U\ ﬂ A, dvs. x ikke tilhgrer
acl acl
UAQ, sa ma x € UAS
acA acA
Bevis for (ii): Kgrer analogt... O

Definition 22. (CZ 2.5.1: Potensmeengden)
Hvis A er en mangde, sa kaldes mangden af alle delmengder af A for A’s
potensmaengde og skrives P(A).



Kapitel 3: Induktion

Axiom 1. (CZ s.58: Induktionsaxiomet)
Lad S vere en delmaengde of N, der opfylder:

e 1€5 og
e wiskeS,saerk+1€S8.
Sa er S =N.

Seetning 6. (CZ 3.1.2: Det matematiske induktionsprincip)
Lad Py, Py, Ps, ... vere en rekke af udsagn, et for hvert naturligt tal.
Antag, at:

e P, er sand, og

e hvis Py er sand, sa er Ppy1 ogsa sand.
Sa er P, sand for alle n € N.
Bevis. Se CZ s.60.

Szetning 7. (CZ 3.2.2, alternativ version med i2)

n €N

zn: o n(n+1)(2n+1)
i=1 6
Bewvis. Ved induktion efter n.

n=1: lz%zl,altséPl sand!

n=mng: Antag P,, sand (induktionsantagelsen), dvs.

no
1)(2 1
ZZQ: no(no +1)(2no + 1) . npeN
; 6
=1
Vi skal vise, at P,, = Py,+1. Vi ser pa:
no+1 no
Y it o= (Zﬂ) + (no +1)2
i=1 i=1
+1)(2ng + 1
_ nolmo é( 1o )+(no+1)2

2ng + ng

= (no+1)-<6+(n0+1))

Dette skal ifglge seetningen veere lig

(n0+1) . ((n0+1)+1) . (2(n0+1) —l—l)
6

8



Vi ser derfor pa:

((np+1)4+1)-(2(no+1)+1) (no+1)(2no +3) +2no + 3
6 6
2ng + 3ng + 2ng + 3 + 2np + 3
6
2n2 + no + (6ng + 6)
6
2n[2) + ng

= T (g +1)

Som er lig det gnskede, og derfor er P, 41 sand. Derfor er P, ifglge induk-
tionsseetningen sand for alle n € N. O

Saetning 8. (CZ 3.3.1: Princippet om fuldsteendig induktion)
Lad (P,) vere en rekke af udsagn. Antag, at:

e P er sand. og
o hvis P; er sand for alle j < k, sa er Py11 ogsd sand.

Sa er P, sand for alle n € N.

Med andre ord: For ethvert k € N geelder: Af P, ..., Py kan Pxiq sluttes.

Definition 23. Betragt polynomiet
f(z) = apz™ +an_ 12" '+ .. +axt +ao , a; € Q\{0}

degf = n =graden af f.
f kaldes reducibelt, hvis der findes polynomier g(x), h(z), sa:

f(@)=g(x)-h(z) og 1<degg <degf

f kaldes irreducibelt, hvis f ikke er reducibelt.

Saetning 9. (CZ 3.3.3)
Ethvert polynomium med rationale koefficienter kan skrives som produkt af
irreducible polynomier.

Bevis. Lad P, veaere udsagnet i seetningen. Vi viser seetningen ved fuldsteen-
dig induktion efter n:

n=1: ajz'+ ap: klart irreducibelt, altsa P; sand!

n>1: Antag Pi,... P sand (induktionsantagelsen), vise at P11 sand.
Lad f veere et polynomium af grad k£ 4 1. Vi deler op i to tilfeelde:

1) f irreducibelt: OK!



2) f reducibelt: 3g,h: f=g-h
Da har vi, at 1 <degg <degf. Derfor ogsa 1 <degh <degf.
Da ligger degg og degh i {1,...k}, og derfor kan g og h skrives som
produkter af irreducible polynomier (jeevnfor induktionsantagelsen) og
er derfor reducible.
Saer f =g -h det ogsa.

Vi har nu vist, at P41 er sand, nar P, ... Py er sand. Derfor er P, sand for
alle n € N. O

Definition 24. Et naturligt tal kaldes sammensat, hvis der findes a,b € N,
san=a-b, o091 <a<n ('nhar en egte divisor a’). Et naturligt tal n > 1
kaldes et primtal, hvis n ikke er sammensat.

Saetning 10. Et naturligt tal n > 1 er et produkt af primtal.

Bevis. Vi viser ssetningen ved fuldstendig induktion efter n, idet vi forst
omskriver udsagnet en smule: ”FEthvert naturligt tal n er enten lig 1 eller er
et produkt af primtal”. Lad dette udsagn veere P,.

n=1: Sandt, da 1=1.

n>1: Lad n € N. Vi skal vise, at af P,..., P, kan P, sluttes.
Antag Pi,..., P, sande. Vi skal vise P,y1, dvs. at n 4+ 1 er et produkt af
primtal. Vi deler op i to tilfzelde:

1) (n+ 1) primtal: OK!

2) (n + 1) sammensat: dvs. der findes a,b € N, san+1 = a-b og
l<a<n+1,dvs.ogsal<b<n+1.
Da Py, ..., P, alle er sande jfr. induktionsantagelsen, fas P,, P, begge
sande.
Daa > 1,b > 1 fas: a,b begge produkter af primtal, og derfor kan
n = a - b skrives som produkt af primtal.

O

Se desuden noterne 'Rekursion’ af Tan Kiming (hent filen: lokalt (fra samme
mappe som denne) eller fra nettet).
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Kapitel 4: Relationer

Definition 25. (CZ 4.1.1+4.1.4: Relationer)

Lad A o9 B vere mengder. En relation pa A og B er en delmengde af
Ax B = {(a,b) : a € Aogb € B}. En delmengde af A x A kaldes en
relation pa A.

Vi skriver en relation som ~, og vi skriver (A, ~) for relationen ~ pa A.

Definition 26. (CZ 4.1.8)
Lad (A, ~) vere givet, og lad x,y,z € A.

o ~ siges at vere refleksiv, hvis der for alle x geelder:
T~

o ~ siges at vaere symmetrisk, hvis der for alle x,y gelder:
T~Y=>y~x

o ~ siges at veere antisymmetrisk, hvis der for alle x,y gelder:
T~NYNY~T ==Yy

o ~ siges at veere transitiv, hvis der for alle x,y, z gaelder:
T~YNY~z=>xT~Y

Definition 27. (CZ 4.2.1: Ordensrelationer)

En relation < pa en mengde A kaldes en partiel ordning, hvis den er
refleksiv, antisymmetrisk og transitiv.

En mengde sammen med en partiel ordning kaldes en partielt ordnet mang-
de, og vi skriver normalt (A, <).

Definition 28. (CZ 4.2.3: Totale ordninger)
En partielt ordnet maengde A med en partiel ordning < kaldes totalt ordnet,
hvis

Va,be A: a<bvb<a

I dette tilfelde kaldes < en total ordning.

Definition 29. (CZ 4.2.5: Tredelingsloven)
Lad A veere en partielt ordnet mengde under <. A siges at overholde tre-
delingsloven, hvis preecist ét af folgende udsagn gelder:

i.a<b ii.a=5b iii. a > b

Her betyder < folgende: a <b< (a <bAa#b).

Seetning 11. (CZ 4.2.6: Totale ordninger og tredelingsloven)
En partielt ordnet mengde A er totalt ordnet, hvis og kun hvis den overholder
tredelingsloven.
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Bevis. Vi viser implikationen begge veje:

<: i) Antaga <b: Daharviia<b= (a <bVb<a); SANDT!
ii) Antag a =b: Da har vi: a=b= (a <bV b < a); SANDT!
iii) Antag b < a: Dahar vi: b<a = (a <bVb<a); SANDT!

=: Antag (e < bV b <a). Vi har da:
(a<bvb<a)e (a<bVa=b)V(b<aVb=a) S a<bVa=bVb<a

som jo er tredelingsloven.

O

Definition 30. (CZ 4.2.19: Greenser og infimum/supremum)
Lad A vere en partielt ordnet maengde, og lad K C A, K # (), x € A. Da
definerer vi:

e x er en gvre grense for K, hvisVye K : z > y.
K kaldes sa opadtil begrenset.

e x er en nedre grense for K, hvisVy € K : x <uy.
K kaldes sa nedadtil begrenset.

e x er en mindste gvre grense for K, hvis der gelder, at x er en
gvre grense for K, og for alle gvre grenser u : x < u.
x kaldes sa supremum for K og skrives sup K.

e x er en storste nedre grense for K, hvis der gelder, at x er en
nedre grense for K, og for alle nedre grenserl: x > 1.
x kaldes sa infimum for K og skrives inf K.

Saetning 12. (CZ 4.2.22: Unikt supremum)
Lad A veere en partielt ordnet mengde, og lad K vere en ikke-tom delmaeng-
de af A. Hvis K har en mindste gvre grense, er den unik.

Bevis. Lad A veere en partielt ordnet maengde, og lad K veere en ikke-tom
delmaengde af A. Antag nu, at x1 og x2 er mindste gvre elementer for K.
Da gaelder:

Vye K: x12yAza>y

Givet en vilkarlig gvre greense u for K, er 1 < u og x2 < u.

Da er 1 < u eller 1 = u, og 9 < u eller zo = u.

Da x1 < u og x2 < u ikke kan lade sig ggre, da de er mindste gvre graenser,
er r| = I9. O

Definition 31. (CZ 4.2.23: Supremums- og infimumsegenskab)

En partielt ordnet mengde, i hvilken enhver ikke-tom opadtil begreenset mang-
de har en mindste gvre grense, siges at have supremumsegenskaben.

En partielt ordnet mengde, i hvilken enhver ikke-tom nedadtil begrenset

maengde har en stgrste nedre grense, siges at have infimumsegenskaben.
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Lemma 1. (CZ 4.2.25)
Lad A veere en partielt ordnet mengde og lad K C A. Definer:

Ly ={x € A: z er en nedre granse for K}

Antag, at x = inf K.
Det samme gealder analogt for Uy = {x € A: x er en gvre graense for K},
hvor x = inf Uy, = sup K.

Bevis. Ly er opadtil begrzenset, da Vk € K : 'k er gvre graense for Ly’.

Bevis: [ € Ly : da er | nedre graense for K.
Dvs. [ og k vilkarlige= k @gvre graense for Ly

Da x = sup Ly har vi, at * < k. Dvs. x er en nedre greense for K, dvs.
T € Ly.

Lad z € Ly Da x = sup Ly, har vi z < x. Derfor er x = inf K.

Beviset for Uy kgrer analogt. ]

Seetning 13. (CZ 4.2.26)
Lad A vere en partielt ordnet mengde. Da gelder:

A har supremumsegenskaben < A har infimumsegenskaben

Bewvis. Vi viser implikationen begge veje:

=: Antag, at (A, <) har supremumsegenskab. Lad K C A vere en ikke-
tom nedadtil begreenset meengde. Da findes Ly # ().
Ly, er opadtil begraenset jfr. CZ 4.2.25. Da L C A, findes sup Ly og
dermed ogsa inf K (ifplge CZ 4.2.25).

<: Antag, at (A, <) har infimumsegenskab. Lad K C A veere en ikke-tom
opadtil begraenset mzengde. Da findes Uy, # 0.
Uy, er nedadtil begreenset jfr. CZ 4.2.25. Da U, C A, findes inf Uy, og
dermed ogsa sup K (ifplge CZ 4.2.25).

O]

Definition 32. (CZ 4.3.1)
Lad S vere en maengde og lad ) vere en samling of delmangder af S. E-

lementerne i €} siges at vere parvist disjunkte, hvis for alle elementer
A,B €, enten A= B eller AN B = ().

Definition 33. (CZ 4.3.3: Partioner)
En samling af ikke-tomme delmengder Q) of en mengde S siges at vere en
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partition pa S, hvis der gelder, at elementerne i Q er parvist disjunkte, og
deres foreningsmengde er hele S. Der geelder med andre ord:

i. givet A,B€Q, enten A= B eller ANB =1, og

ii. UA:S

AeQ

Definition 34. (CZ 4.3.6)

Lad A vere en maengde og Q2 C P(A). Hvis a1 og ag er elementer i A, siger
vi, at a1 relaterer til as, hvis der findes et element R € ), der indeholder
bade ay og as.

Denne relation, ~q, kaldes relationen pd A associeret med ().

Definition 35. (CZ 4.3.9)
Lad A veere en mangde, og lad ~ vere en relation pa A. Ethvert a € A
giver os en delmengde af A:

To={r€A: a~uzx}
Alle disse delmaengder udgor en samling of delmengder of A, Q.-
Q. =A{T,: ac A}

O~ kaldes samlingen af delmaengder af A associeret med ~.

Korollar 1. (CZ 4.3.17: Ekvivalensrelationer)
Lad A vere en maengde, og lad ) vere en partition pa S. Da er ~q refleksiv,
symmetrisk og transitiv. ~q kaldes sa en eekvivalensrelation.

Beuvis. Vi viser refleksivitet, symmetri og transitivitet:

e refleksiv: Lad s € A. Da har vi, at

se|)JB=3BecQ: (seBAseB).

BeQ
Da har vi, at s ~q s.

o symmetrisk: Lad a,b€ A.a~qb=3IB€Q: (a€ BAb€E B)
=3BeQ: (be BANa€ B)=b~qa.

e transitiv: Givet a,b,c € A, hvor

a ~q b, hvilket vil sige: 3B € Q: (a € BAbE B) og

b ~q ¢, hvilket vil sige: 3C € Q: (be CAceC)
Daharvi,atbe BAbeC=beBNC=BNC#0=B=C.
Dvs.ae B,be B,ce C = a~qc.
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Definition 36. (CZ 4.3.18: Ekvivalensrelationer)
Er relation pa en mengde A, der er refleksiv, symmetrisk og transitiv, kaldes
en ekvivalensrelation.

Lemma 2. (CZ 4.3.20)
Lad der vere givet A med ekvivalensrelationen ~ og a,b € A. Der gelder
sa:

T, =T, a~ b

Bewvis. Vi viser implikationen begge veje:
= Antag T, =Tp. beTpy=T,=bel,=a~b

<~ o T, C1Ty: Antag a ~ b. Lad = € T,,.
a~r=>xr€ax~ahNa~b==ax~b=>2xcTly=T,CT
o Ty CT,: Antag a ~ b. Lad x € Ty,
a~bANb~x=a~zr=>2el,=T,CT,
O

Saetning 14. (CZ 4.3.21: Ekvivalensrelationer og partitioner)
Givet S med ekvivalensrelationen ~. Da udgor Q. = {Ts}ses en partition
pa S, dvs.:

i) Ve,ye S: (T, =T, VT, NT, =0)

Bevis. Vi viser begge sactningens pastande:

i) C: Klart, at UTxQS. yeSy~y=yecl,=yclUyesTe
zeSs

it) Antag T, NT, #0. 3z € S: (€T VzeTy), dvs.z ~ 2z Ay ~ 2
Dvs. vi har: x ~ 2 Ay ~ 2 = x ~ y. Derfor er T, = T, ifglge Lemma.

O]

Definition 37. (CZ 4.3.22: Ekvivalensklasser)

Lad @kvivalensrelationen ~ pa S vere givet. Da kaldes T, x € S for e-
kvivalensklassen for x under ~.

O = {T,}res kaldes sa mangden af @kvivalensklasser for ~, eller bare
@kvivalensklasserne for ~.

Et par simple eksempler pa regning med supremum og skvivalensrelationer
kan ses i pdf-filen ’eksemplerl.pdf’ (hent filen: lokalt (fra samme mappe som
dette dokument) eller fra nettet).
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Kapitel 5: Funktioner

Definition 38. (CZ 5.1.1)
Lad A og B vere to ikke-tomme mangder. En funktion f: A — B er en
relation mellem A og B hvorom der geelder:

(i) Yac AIdbe B: (a,b) e f
(73) (a,b) € fA(a,c) e f=b=c

Hvis a € A, skrives b € B, for hvilket (a,b) € f, som b= f(a).

Definition 39. (CZ 5.1.8)
En funktion, f: A — B, siges at vere:

o Injektiv, hvis der til ethvert b € B findes hgjest ét a € A, for hvilke
b= f(a)

o Surjektiv, hvis der til ethvert b € B findes mindst ét a € A, for hvilke
b= f(a)

e DBijektiv, hvis den er bade injektiv og surjektiv.

Definition 40. (CZ 5.2.1)
Lad f: A — B ogg: B — C vere funktioner. Sa kan en ny funktion
gof: A— C defineres ved go f(a) = g(f(a)) og kaldes sammensetnin-

gen af g og f.

Definition 41. (CZ 5.2.8 (+5.2.7))
Lad f: A — B vere en bijektiv funktion. Da defineres funktionen:

f=A{(f(a),a): acA}

Definition 42. (CZ 5.3.1)

Lad f: A — B vere en funktion, og lad S C B.

Maengden f~1(S) ={a€ A: f(a) € S} C A kaldes urbilledet cller origi-
nalmengden til S ved f.

Seetning 15. (CZ 5.3.6)
Lad f: A — B vere en bijektiv funktion, og lad {Sy}aeca vere en samling
af delmengder aof B, og lad S C B. Sa gelder:

0) f‘1<U Sa) = U (r'sa)

aEN a€A
() [ (ﬂ Sa) = [ (/7'(5))
aEN aEA

Gy (s = ()"
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Bevis. Vi viser (i) og (7i1):
Bevis for (i):

C: Vi regner:

a:ef1<USa>:>f(m)e USa:>3aeA: f(z) € Sa
aEN acl
=3JacA:zcf 1Sy =€ U (f_l(S’a))

aEA

O: Korer analogt, bare den modsatte vej (dvs. der geelder bi-implikationer).

Bevis for (ii): Korer analogt med beviset for (i) (husk at vende 3 til V).

Bevis for (7i1):

N

zef (S8 = f2) €SC= f(z) ¢ S =z e (f1(9))°
D: Kogrer analogt, bare den modsatte vej (dvs. der gaelder bi-implikationer)

O]

Definition 43. (CZ 5.3.7)
Lad f: A — B vere givet. Lad T C A. Mengden

f(T)y={beB: FteT: f(t)=b}={f(t): teT}
kaldes billedet af T ved f.
Saetning 16. (CZ 5.3.11)

Lad f: A — B vere givet, og lad {Ty}aecn vere en samling af delmaengder
af A. Sa geelder:

(Z) f (U Ta) = U (f(Ta))

aEN aEN
(i4) f(ﬂ Ta) = () (F(T)
aEN aEA

Vi ngjes med en del af beviset:
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Beuvis for (ii). Vi viser inklusionen begge veje:

C: Ladz e f (ﬂ Ta>. Vi skal vise, at x € ﬂ (f(Tw))-

a€A a€EN
x€ef <ﬂ Ta> vil sige, at Ja € ﬂ To: fla)==x
acl aEA

Dvs.: z = f(a), a € Ty, Va € A

Ja € ﬂTa: f(a) =z vil sige, at Va € A: a € T,
a€A

Dvs.: z € f(Ty,), Yo € A.

Dvs.: x € m (f(Tw))-

aeA

D: Kgrer analogt...
Beviset for (i) kgrer analogt med beviset for (i7) (med 3 og V byttet om). [

Et par simple eksempler pa regning med afbildninger kan ses i pdf-filen
‘eksempler2.pdf’ (hent filen: lokalt (fra samme mappe som dette dokument)
eller fra nettet).
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Kapitel 8: Konstruktion af de reelle tal

Axiom 2. (CZ s.180: Axiom I: Legemsaxiomerne)
Lad R vere en maengde med de binere operatorer + og -, og lad x,y, z € R.
Vi antager sa:

e +/- kommutative: r+y=y+xo9r-y=y-x.

e +/- associative: (x+y)+z=z+ (y+2) og (zy)z = z(yz).

Additiv identitet: Der findes et element 0, sa x +0 = x.

Multiplikativ identitet: Der findes et element 1, sa 1-x = x.

Additiv invers: Der findes et element (—x), sa x + (—x) = 0.

o Multiplikativ invers: Der findes et element %, sa x - % =1, z € R\{0}.

o Multiplikation distribuerer over addition: x(y + z) = zy + xz.

Enhver mengde med ovenstaende egenskaber kaldes et legeme.

Definition 44. (CZ 8.2.1: Subtraktion og division)
Lad x,y € R. Vi definerer - og = som folger:

r—y=xz+(-y) o9 z+y==u-

< | =

Saetning 17. (CZ 8.2.2)
Lad x € R. Der findes precis ét y € R, sa x +y = 0.

Bevis. Vi skal altsa vise eksistens og entydighed af et sddant element:
e Eksistens: y = —z tilfredsstiller x + y = 0.
e Entydighed: Antag y € R med z + y = 0.

y=y+0=0+y=(z+(—2)+y=(—2)+(x+y) = (—2)+0=—=x.

0
Saetning 18. (CZ 8.2.4)
VeeR: 2-0=0
Beuvis. Lad y = 2 - 0. Vi har, at 0+ 0 = 0. Dvs.
y=xz-0=2-(040)=(z-0)+(z-0)=y+uy,
altsa y =y +y. Vi ved, at
O=y+(-y)=W+y)+ () =y++(-y)=y+0=y,
altsa y = 0. O
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Saetning 19. (CZ 8.2.5)

VeeR: —x=(-1)-z
Bevis. Vived, at 1+ (—1) =0, og at z + (—z) = 0, altsa
z-(1+4(-1)=2-0=0=z-14z-(-)=1-24+(-1)-z=z+(-1) -z

Af 8.2.4 har vi, at der netop findes ét y € R, s x +y = 0, nemlig y = —=z.
Derfor er (—z) = (—1) - z. O

Axiom 3. (CZ s.183: Axiom II: Ordensaxiomet)
Der findes en delmengde Ry af R, sa Ry er lukket mht. + og -, dvs.:

Ve,ycRy: z+yeRiAz-ye Ry
Desuden geelder for alle a € R kun ét af folgende:
aeR, i)a=0 i) —a€cRy.
Vi kalder Ry for de positive tal og komplementet til R, U {0} for de

negative tal og kalder maengden af disse for R_.

Lemma 3.

@) (=D-(=)=1 @) Ve,yeR: (—=z)-(-y)==z-y
Bewvis. Vi viser begge lemmaets pastande:
(7): Vived fra 8.2.5, at —(—1) = (—1) - (—1).

8.2.2 add. inv.
——N—
(=D +(=(=1))=0=(=(=1)+(=1) ; 1+(-1)=0

| 8.2.2
1= —(-1) = (-1 (-])

add. inv. —z=(-1)-x

(ii): Antag:

(komm.mult.

(%

(mult.ident.

(—a)- (~y) =

8 8 8

)
(ass.mult.)
)
)
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Definition 45. (CZ 8.3.4)
Vi definerer relationen < pa R som folger:

Ve,ye R: y—zeRLU{0} e z<y

Saetning 20. (CZ 8.3.5)

(R, <) er totalt ordnet.

Bevis. Vi skal vise refleksivitet, antisymmetri, transitivitet og den totale
ordning:

o refleksiv:
Vise, at Vx e R: z — 2z € Ry U{0}.
r—z=x+(—z)=0¢ec Ry U{0}.

e antisymmetrisk:
Vise, at Ve, y e R: (z <yAy<z=2zx=y).
Antag: y —z € R U{0} og x —y € R U{0}.
Antag nuy —x € Ry, da har vi —(y — z) ¢ Ry (Axiom II)
Men —(y—z)=2-y ((z-y)+(y—2)=z+(-y) +y+(-2) =0)
Altsa: Hvisy —x € Ry, saz —y ¢ Ry.
Antag nu ovenstaende. Da x — y ¢ R, folger z — y = 0.
Dvs.z+ (—y)=0,dvs. 2+ (-y)+y=0+y=y.z2=2+0=y
Altsa y — x = 0 MODSTRID!, da vi antog y — 2 € R !
Day—zeR;U{0}, fasy — 2z =0, altsa y = x.

e transitiv:

r<y=y—recRuU{0}
y<z=z-yeRU{0}
(da R4 lukket mht. +/-)
Men da (y —z) + (2 —y) = o — z, har vi, at z — z € R4 U {0}. Dvs.
< z.

}:<y—x>+<z—y>eu@+u{0}

e total:
Lad z,y veere vilkarlige. Vi skal vise: x < y eller y < z. Vi har fra
Axiom II:

x—y € Ry | Dahaves: y <z
x—y=0|Dahaves: y <z,daxz—y=0¢eR;U{0}
—(z—y) € Ry | Hvis — (z —y) € Ry, haves y —x € Ry,
da — (x —y) =y — x. Derfor er x < y.
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Definition 46. (CZ 8.3.9: Numerisk veerdi)
Lad x € R. Vi definerer den numeriske veerdi |x| som folger:

o] = x hvis z e Ry U{0}
| -z hwis x¢ R U{0}

Saetning 21. (CZ 8.3.10: Regneregler for numerisk veerdi)
Lad a,b € R. Der gelder sa folgende regler, som vi gengiver uden bevis:

1. la] = max {a, —a}

2. la| >0

Co

- la-b] = lal[b]

4. laf = —a

5. la+b] < |a] + 0]
6. |a = b = ||a] —[b]]

7. Lad € > 0 vere givet. Der gelder: |a —b| < e < a €]b —€;b+ €]

Axiom 4. (CZ s.187: Axiom III: Supremumsaxiomet)

R har supremumsegenskaben

Korollar 2. (CZ 8.4.2)

R har infimumsegenskaben

Bevis. Folger trivielt af CZ Saetning 4.2.26 (Kapitel 4). O

Saetning 22. (CZ 8.4.3)
Lad B C R vere en ikke-tom opadtil begreenset maengde, og lad b € R vere
en gvre grense for B. Fglgende udsagn om b er ekvivalente:

i) b er storste gvre grense for B, dvs. b = sup B.
it) Ve >03dz € B: |z —b| <e
it)) Ve >03z € B: x €]b—¢€;b+ €]
Bevis. Vi skal vise: (i) = (i1), (i) = (dii), (iii) = (7).

I sa fald haves: ((2) = (ii)) A ((i7) = (i19)) = (i) = (4i7).

Bevis for (7) = (i4i): (vi beviser med lukkede intervaller!)
Antag b = supB og lad € € Ry veere vilkarlig. Da er b — e < 0.
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Da b var mindste gvre graense for B, er b — € ikke en gvre graense for B.
Dvs. der geelder ikke
VreB: x<b—c¢

Med andre ord:
~WVreB: x<b—e)=TxeB:~(x<b—¢)
For alle u,v € R geelder:
~u<v)ev<u
jeevnfor tredelingsloven for <, hvilket vil sige
JxeB: x>b—c¢

Da b = sup B er specielt b en gvre greense for B, dvs. Vo € B: = <b.
Dermed fas:
r<b+edab+te>b

Seetning 23. (CZ 8.4.5: Den Archimediske egenskab ved R)

VreRIneN: n>zx

Bevis. Ved modstrid: Antag In € NVx e R: 1-n < z.

Dvs. x er gvre greense for B := {1-n| n € N}.

Betragt b = sup B. Af saetning CZ 8.4.3 fglger, at Ve > 0dy € B : y €
Jb—€b+ el

Sepae=1>0.Altsa: ImeN: m-1€]b—1;b+ 1]

Da er specielt b<m-14+1= (m+1)-1 MODSTRID! (m-1+1 € B og
b =sup B). O
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Skaeringssaetningen

Saetning 24. (Tom Lindstrgm: 'Kalkulus’, Seetning 5.2.1)
Lad f : [a;b] — R vere kontinuert, sa f(a) og f(b) har modsat fortegn.
Da findes ¢ € |a;b[, sa f(c) =0.

Bevis. Vived: (f(a) <OA f(b) >0) eller (f(a) >0A f(b) <0).

Vi kan ngjes med at betragte fgrste tilfaelde. I andet tilfaelde kan da funk-
tionen g = — f betragtes.

Antag altsa f(a) <0, f(b) > 0.

Betragt en maengde A := {x € [a;b] | f(x) < 0}. Vihar a € A, x < b for
x € A. Dvs. A er en ikke-tom opadtil begrzenset delmaengde af R.
Altsa kan ¢ := supA betragtes.

Pastand: f(c) = 0. Vi skal vise, at 1) f(c) <0 og 2) f(c) > 0.
Bevis for 1): Af CZ Seetning 8.4.3 fplger:

Til ethvert n € N findes z,, € A, sa |z, — ¢| < % Fglgen z,, konvergerer
altsa mod c.

Af Saetning 5.1.7 (Kalkulus) folger, at da f er kontinuert i ¢ og x,, konvergerer
mod ¢, sa konvergerer f(z,) mod f(c). Vi har f(z,) <0 da z, € A.

[ Bevis ved modstrid: Antag f(c) > 0.
Da nu %f(c) >0, og da f(x,) — f(c),n — oo,
findes ng € N,

s | f(c) = f(ano)| < 3/ (0).

Dvs. f(¢) = f(ny) < 1£(€) (da f(c) > 0 0g f(nq) < 0).

| Altsa 0 < 3 f(c) < f(2n,). MODSTRID!
Derfor har vi, at f(c) <0.

Bevis for 2): Vi ved nu, at f(c) <0. Altsa er ¢ < b, dvs. b—¢ > 0.

Altsa findes ng € N, sa 7710 <b-c

Dafés%<b—cforn2n0, dvs.c+%<bforn2n0.

Da fglgen ¢ + %, n > ng konvergerer mod ¢, har vi, at fglgen f (c+ %),

n > ngy konvergerer mod f(c).
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Da c+ %, n > ng er strengt storre end ¢, folger ¢ + % ¢ A. (c er supremum
for A)

Altsd er f(c+2) > 0 for n > ng.
Da f(c+2) — f(c), fas heraf f(c) > 0.

Da vi nu har, at f(c) < og f(c) >0, er f(c) =0, og ssetningen er bevist. [J

Korollar 3. (Tom Lindstrgm: 'Kalkulus’, Korollar 5.2.2)

Lad g : [a;b] — R og h : [a;b] — R vere to kontinuerte funktioner, sadan at
g9(a) < h(a) og g(b) > h(b).

Da findes der et ¢ €]a; b] sa g(c) = h(c).

Med andre ord, de to funktioner har et skeringspunkt i intervallet |a; bl.

Bevis. Da g og h er kontinuerte, er f = g — h det ogsa. Vi ser, at

f(a) =g(a)—h(a) < 0og f(b) = g(b)—h(b) > 0, sa ifslge Skeeringssaetningen
findes et punkt ¢ €]a; b[ sa f(c) = 0. Men sa er ogsa g(c) —h(c) =0 < g(c) =
h(c), og setningen er bevist. O
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Appendix: Resterende pensum

Euklids elementer

Forste del af Euklids elementer er gennemgéaet ud fra et scan af danske noter
(hent filen: lokalt (fra samme mappe som dette dokument) eller fra nettet).
Samtlige definitioner og forudssetninger er gennemgaet, savel som beviserne
for seetning 1-6.

Konstruktion af R ved hjazlp af Cauchy-fglger

Der er gennemgaet frem til men ikke med Theorem 7 (side 17) ud fra noterne
'Contruction of the real numbers’ af Ian Kiming (hent filen: lokalt (fra samme
mappe som dette dokument) eller fra nettet).
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