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Opgave 1
(1)

Vi tilfgjer forst slack-variable til (P):

Minimize Z = 60z + 10xs + 20x3
subject to
31 +To+x3—T4 = 2
T, — 2o+ x3—T5 = —1
1+ 209 —x3—26 = 1
r; >0,71=1,...,6.

Og opskriver sa det duale problem (D):

Maximize W = 2y; — y2 + y3

subject to
3y1 +y2 +ys3 < 60
Y1 —y2+2ys < 10
y1+y2—y3 <20
y1 =20
y2 > 0
ys =2 0

Vi ser umiddelbart, at en dual feasible basis kunne veere B = {4,5,6} (slack-
variablene fra (P)). I denne er vores dual basic solution yB = (0,0,0), og vores
basic solution til (P) bliver sa 2B = (0,0,0,—2,1,—1), som er infeasible! Vi
skulle sa gerne bevaege os hen mod en feasible solution i stedet, nar vi optimerer.

(ii)
Da yB = (0,0,0), er sB = (60,10,20,0,0,0), dvs. B! er dual feasible iflg.

Definition 2, Lecture 3. For at lgse (P) med dual simplex opskriver vi vores
simplextableau som i noterne, idet vi anvender koefficienterne fra (P) og ganger



alle koefficienter med -1 (hvilket medfgrer, at vi far nogle negative RHS og

enhedsvektorer under vores basisvektorer fra (D)):

Bl Z T o I3 T4 Ty g RHS
Rl|Z|1]-60 -10 =20 0 0 O
R2|z4y (0] -3 -1 -1 1 0 O -2
R3|azs |0 -1 1 -1 0 1 0
Ri|azs | O -1 =2 1 0 0 1 -1

Vi identificerer nu st@rste negative RHS, som bliver den variabel, det bedst kan
betale sig at tage ud af basis og ser, at dette er x4 med -2. Vi skal sa finde
mindste §* som fglgende:

Bl Bl Bl
60 10 20
PR i s K S ) A R (e e G}
ain a2 a3 -3 -1 -1

dvs. vi pivoterer x4 ud af basen og xs ind i stedet for og far sa vores nye basis
B? = {2,5,6} med yB° = (10,0,0), 25° = (0,2,0,0,—1,3) < 0g. Vores nye
simplextableau fremkommer sa ved fglgende raekkeoperationer, der udfgres for
at skaffe 0 og en enhedsvektor under zs:

~1-R2, 10-R2 — R1, —R2 — R3,2-R2 — R4 :

B2 Z| 21 z2 x5 ra x5 xg | RHS
R1|Z|1|-30 0 —-10 —-10 0 O 20
R2| 25| 0 3 1 1 -1 0 0 2
R3|x5 | 0] —4 O -2 1 1 0 -1 «—
R4| 26 | O 5 0 3 -2 0 1 3

Vi identificerer nu sterste negative RHS, som bliver den variabel, det bedst kan
betale sig at tage ud af basis og ser, at dette er x5 med -1. Vi skal sa finde
B? B2

mindste §* som fglgende:
0* = min ffl—,fo— min{ }5,
a2,1° Q23

dvs. vi pivoterer x5 ud af basen og x3 ind i stedet for og far sa vores nye basis
B3 ={2,3,6} med y2° = (15,5,0), 25" = (0,3/2,1/2,0,0,3/2) > 0g. Vores nye
simplextableau fremkommer sa ved fglgende rackkeoperationer, der udfgres for
at skaffe 0 og en enhedsvektor under x3:

30 10
-4’ =2

—1/2-R3, 10- R3 — R1, —R3 — R2,-3-R3 — R4:

B3 Z Tq T2 X3 Ty ZIs Tg RHS
R1| Z|1|—-10 0 0 -15 -5 0 25
R2[az; [0 1 1 0 —1/2 1/2 0| 3/2
R3|azs|O| 2 0 1 —1/2 —1/2 0| 1/2
Rilazg |O| =1 0 0 —1/2 3/2 1| 3/2

Vi ser nu, at da vi ingen negative RHS har tilbage, er vores basis B® = {2,3,6}
optimal med z3* = (0,3/2,1/2,0,0,3/2) > 06, yZ° = (15,5,0) og W (25") =
Z(xB”) = 25. Dette gaelder bade for (P) og (D), da lgsningen er feasible for
bade (P) og (D) (jeevnfer svag dualitet). (777)



(iii) Sensitivitetsanalyse
- AEndringer i right hand sides:

Vi anvender metoden fra noterne (Lecture 7, Ezample 2) og opstiller nogle
ngdvendige stgrrelser (mht. (P)):

1 1 0 1/2 —-1/2 0 2
Aps=| -1 1 0 |=Agp=|1/2 1/2 0 |, ,b=| -1
2 -1 -1 1/2 -3/2 -1 1

Vi ser nu pa sendringer pa RHS en af gangen fra toppen ved at tilfgje et § (en
vilkarlig eendring) til veerdien i RHS og skal lose °; ps aj.2; = b', hvor b’ er de
gndrede RHS, for at finde vores ”"nye” basic solution, som vi derefter skal tjekke,
om stadig er feasible:

0z, @ Vi regner:

To (512 szS» 1
Aps | @3 | =b+| 0 |=| 28 |=A4A5 b+6,A5 | 0
Z6 0 a?633 0
eB’ 3/2 1/2 3/2 + 6,,1/2
= 28 | = 12 |+ | 172 | =] 1/2+06.,,1/2 | > 03,
5 3/2 1/2 3/2 + 6,,1/2

dvs. nar 6., > —1 (8, € [~1;00[), er vores basis B? stadig optimal.

0z4 : Samme fremgangsmade (derfor viser vi blot resultatet):

a B’ 0 3/2 — 0,,1/2
B | =AG b+ A | 1 | = | 1/246,,1/2 | > 03,
=B’ 0 3/2 — 6,,3/2

dvs. nar —1 < §,, < 1, er vores basis B? stadig optimal.

0z, : Igen samme fremgangsmade:

of 0 3/2+0
a8 | = A b+, A | O 1/24+0 | >0s,
x(iBg 1 3/2 — 0y,

dvs. nar 6., < 3/2 (6z, €] — 00;3/2]), er vores basis B? stadig optimal.

- Andringer i objektfunktionens koefficienter:

Vi skynder os her at bemaerke, at objektfunktionens veerdier i (P) svarer til
RHS i (D), derfor kan vi uden videre anvende ovenstaende pa (D)’s RHS med
folgende storrelser (hentet fra (D)):

i 1 1 0 ) 2/3 —1/3 0 60
Aps=| -1 2 0 |=Ag=| 1/3 1/3 0| ,c=| 10
1 -1 1 -1/3 2/3 1 20



0y, © Vi regner:

3
5 Y2 Oy, y233 ~ ~ 1
Ags | y3 | =c+ 0 = | vP = AE% e+ 5y2A];§ 0
Ye 0 y633 0
yP’ 110/3 2/3 110/3 +6,,2/3
=1 & [ = 70/3 | +6,,| 1/3 | = 70/3+6,1/3 | >0s,

y5° 20/3 ~1/3 20/3 — 6,,1/3

dvs. nar —55 < d,, < 20, er vores basis B3 stadig optimal.

0y, © Samme fremgangsmade (derfor viser vi blot resultatet):

vy’ N AL 110/3 — 6,,1/3
yB | = A5 e+, A [ 1 | = 70/3+6,1/3 | >0,
yB° 0 20/3 + 6,,2/3

dvs. nar —10 < §,, < 110, er vores basis B3 stadig optimal.

0y © Igen samme fremgangsmade:

vy ) /o0 110/3 + 0
yB | = A e+, A | 1 | = 70/3+0 | >0,
yB 0 20/3 + 6y,

dvs. nar &,, > —20/3 (6, € [-20/3; 00[), er vores basis B? stadig optimal.

- AEndringer i ikke-basiskoefficienter:

Vi folger igen et eksempel fra noterne (Lecture 7, Ezample 3), dog vil vi se
generelt pa sendringer i ikke-basisvariable én for én i stedet for en konkret sen-
dring. Vi vil anvende fglgende notation: A; (sendring af objektfunktionskoef-
ficient ¢; for variabel j), d; ; (sendring af variabel j, koefficient i i sgjlen a.;).
Altsa skal vi jeevnfor eksemplet opstille udtrykkene

01,5
aj+ | 02 ?JB?’SCrFAj7 jeN={L4,5}
03,

Ud fra disse udtryk kan man sa endre en eller flere §/A-variable (og seette
de andre til 0) og se, om udtrykket pa venstresiden er mindre end eller lig
hgjresiden. I bekraftende fald forbliver 2B optimal, i afkraeftende fald kan det
betale sig at skifte basis, hvorved lgsningen kan optimeres.

34611
xy 1+ 52,1 (15, 9, 0) <60+ Al <~ 15(51,1 + 5(5271 — Al < 10.
1+ 53,1

14014
T4 04624 (15,5,0) <0+ Ay & 155171 + 55271 — Ay < 15.
0+ (53’4



-1+ (51’5
X5 0+ 52’5 (15, 5,0) <0+ As & 155171 + 55271 — Ay < 15.
0+d35

Opgave 2
(a)

Vi formulerer transportproblemet (P):

Minimize (61,72, 45,55,66,...,61,47)(z11,%1.2,...,235)" =Z

subject to
(1111100 0000000 0] [ 15
000 O0OO0OT17TT11T110O00°O0O0 T11 20
00000000001 1 1 1 1|4, 15
1 00001 0 O0O0OO0OT1O0O0O0TDO0 ng:U
010 0O0O0OT1TTUO0O0OO0OO0OT1TTUO0TO0TO0 12
001 0O0O0OO0OT1TTGO0DO0OUO0O0OT1TIO0O0 9
000 100O0OO0OT1TO0O0O0OO0T1TO0 3,5 10
(00 001000010000 1| 8

med z; ; >0, 1 € {1,2,3}, je{l,...,5}.

Og dets duale (D):

Maximize (15,20, 15,11,12,9,10, 8)(u1, uz, us, v1,va, v3,v4,v5)T = W

subject to
100 1 00 0 0]
10001000
10000100 -
1 0000O0T1O0 61
1 0000O0TO0 1 72
01010000 uy 45
01001000 U2 95
01 000O0T1G00 uz | = | 60 |
01000010 : 66
01000001 v :
00110000 61
00101000 A7
00100100 - -
00100010
(0010000 1]

med u;,v; >0, i€ {1,2,3}, j€{L,...,5}.

(b)

For at identificere en dual basic solution, anvender vi ’North-West’-reglen:




B! 112 1[3]4]|5| Supply:
1 11| 4 15
2 8191 3 20
3 718 15
Demand: | 11 |12 |9 | 10 | 8 | Z = 3073

Ud fra dette tableau far vi vores initiale basis og basic feasible solution:

(c)

Bl

x

Bl

{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3), (2

= (11,4,0,0,0,0,8,9,3,0,0,0,0,7,8).

4),(3,4),(3,5)}

Nedenstaende er en tegning af vores initiale basic solution (dens spanning tree):

(d)-(h)

Figur 1: Spanning tree hgrende til initial basis B*

For at finde den tilhgrende dual basic solution, saetter vi de korresponderende
uligheder i det duale problem til ligheder, og eftersom det er et transportprob-
lem, vi har med at ggre, kan vi seette én af variablene til 0 og sa lgse mht. de
andre. I vores tilfeelde veelger vi ug = 0. Dette giver folgende ligninger:

up + v, =61
U1+1}2:72
’U,Q+”02:78
U2+U3:60
Ug + vg = 49
us +v4 = 61
us + vy = 47

. 1

Vores reduced costs er givet ved rlBj
)

nedenfor:

= uB' =(-6,0,12) og vB" = (67,78,60,49,35).

= Ci,j — ’U,iBl — ’UjBl
B? 1 2 3 5 | uy
1 0 0 |-9|12|37|—6
2 2 0 0 21| 0
3 |1 —201]-24| -9 0] 12
v; | 67 | 78 | 60 | 49| 35

og kan ses i tabellen



Vi ser nu, at variablen x3 5 har stgrste negative reduced cost (-24), altsa tages
denne ind i basis. For at finde ud af, hvilken vi skal have ud, tegner vi den cykel,
der nu er opstaet (se Figur 2):

Figur 2: Pivoteringscykel til B*

Figur 3: Spanning tree til B2

Vi ser nu, at for at fa stgrst mulige § > 0, veelger vi § = 7 og sender variablen
x34 ud af basis. Med de rette opdateringer far vi vores nye basis B? og basic

solution x

{(]‘7 1)’ (]‘7 2)’ (27 2)7 (2’ 3)7 (2

= (11,4,0,0,0,0,1,9,10,0,0,7,0,0,8),

som er illustreret i Figur 3, hvilket giver fglgende tableau:

:4),(3,2),(3,5)}

BT 112 1(3]4|5] Supply:
1 111 4 15
2 11910 20
3 7 8 15
Demand: | 11 |12 |9 | 10 | 8 | Z = 2905

For at finde den tilhgrende dual basic solution, ssetter vi igen de korrespon-
derende uligheder i det duale problem til ligheder, seetter én af variablene til 0

og lgser mht. de andre. Vi vaelger igen us = 0:

'LL1+'U1:61
Uy +vg =72
U + vg = 78
us + vz = 60
UQ+’U4:49
U3+U2:66
us + vy = 47

. 2

Vores reduced costs er givet ved rlBj
,

nedenfor:

= uB® = (=6,0,-12) og vB° = (67,78, 60,49, 59).

= Ci,j — ’U,iBQ — vaZ
B3[1]2]3]4]5 U;
11010 (-9(12| 13| —6
21210(0]0|-3| 0
314101524 0 | —12
v; | 67| 78|60 |49 | 59

og kan ses i tabellen



Vi ser nu, at variablen x; 3 har stgrste negative reduced cost (-9), altsa tages
denne ind i basis. For at finde ud af, hvilken vi skal have ud, tegner vi den cykel,
der nu er opstaet (se Figur 4):

o1

S1 4-96 dg
1+46 5

52 9_5 ds

53 @ o ds

ods

Figur 5: Spanning tree til B3

Figur 4: Pivoteringscykel til B2

Vi ser nu, at for at fa stgrst mulige § > 0, veelger vi § = 4 og sender variablen
z12 ud af basis. Med de rette opdateringer far vi vores nye basis B* og basic

. 3
solution zZ:

B3

3
xB

{(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,5)}
(11,0,4,0,0,0,5,5,10,0,0,7,0,0,8),

som er illustreret i Figur 5, hvilket giver fglgende tableau:

B3 112 1(3]4|5] Supply:
1 11 4 15
2 515110 20
3 7 8 15
Demand: | 11 |12 |9 | 10 | 8 | Z = 2869

For at finde den tilhgrende dual basic solution, ssetter vi igen de korrespon-
derende uligheder i det duale problem til ligheder, seetter én af variablene til 0
og lgser mht. de andre. Vi veelger igen us = 0:

uy + v
U + vs
Ug + Vo
U + U3
’LL2+’U4
u3 + v2
usz + Us

=61
=45
=178
=60
=49
= 66
=47

. 3
Vores reduced costs er givet ved rlBj =
,

nedenfor:

= uB’ = (=15,0,-12) og vB’ = (76, 78,60, 49, 59).

Cij — ufs — vag og kan ses i tabellen
B3l 1 ]2[3[4]5 ] u
11019102122 -15
2 [-710]0]0|-3] 0
3 |-5|0|15|24| 0 | —12
v; | 76 | 78|60 |49 | 59




Vi ser nu, at variablen x2; har stegrste negative reduced cost (-7), altsa tages
denne ind i basis. For at finde ud af, hvilken vi skal have ud, tegner vi den cykel,
der nu er opstaet (se Figur 6):

83.

Figur 6: Pivoteringscykel til B3

Figur 7: Spanning tree til B*

Vi ser nu, at for at fa stgrst mulige § > 0, veelger vi § = 5 og sender variablen
T2 3 ud af basis. Med de rette opdateringer far vi vores nye basis B* og basic

. 4
solution zB":

B4

4
$B

{(1,1),(1,3),(2,1),(2,2),(2,4),(3,2),(3,5)}
(6,0,9,0,0,5,5,0,10,0,0,7,0,0,8),

som er illustreret i Figur 7, hvilket giver fglgende tableau:

B 112 1(3]4|5] Supply:
1 6 9 15
2 515 10 20
3 7 8 15
Demand: |11 |12 |9 |10 | 8 | Z = 2834

For at finde den tilhgrende dual basic solution, ssetter vi igen de korrespon-
derende uligheder i det duale problem til ligheder, seetter én af variablene til 0
og lgser mht. de andre. Vi veelger igen us = 0:

u; +vy = 61
uy + v =45
Ug +vo = 78
usg + v =69 p = uB' = (-8,0,-12) og vB" = (69,78,53,49,59).
Uy + Vg = 49
ug + v = 66
us + vy = 47
Vores reduced costs er givet ved rf; =c;—uP — va4 og kan ses i tabellen
nedenfor:
Bil1]2[3[4]5] w
1 10|20 (14]15| -8
2100 7]0]-3|] 0
3 12101(22(24]| 0 | —12
v; | 69|78 |53|49 |59




Vi ser nu, at variablen x5 har stgrste negative reduced cost (-3), altsa tages
denne ind i basis. For at finde ud af, hvilken vi skal have ud, tegner vi den cykel,
der nu er opstaet (se Figur 8):

o1

Figur 8: Pivoteringscykel til B* Figur 9: Spanning tree til B®

Vi ser nu, at for at fa stgrst mulige § > 0, veelger vi § = 5 og sender variablen
T2 ud af basis. Med de rette opdateringer far vi vores nye basis B® og basic

. 5
solution zB”:

B> = {(171)a(173)a(271)7(234)7(275)3(372)7(335)}
B = (6,0,9,0,0,5,0,0,10,5,0,12,0,0, 3),

som er illustreret i Figur 9, hvilket giver fglgende tableau:

B° 12 1[3]4]|5| Supply:
1 6 9 15
2 5 105 20
3 12 3 15
Demand: | 11 |12 |9 (10| 8 | Z = 2819

For at finde den tilhgrende dual basic solution, ssetter vi igen de korrespon-
derende uligheder i det duale problem til ligheder, seetter én af variablene til 0
og lgser mht. de andre. Vi veelger igen us = 0:

Uy + vy = 61
uy + v3 = 45
Us + v5 = 56
us +v1 =69 p = uB = (=8,0,-9) og vB = (69,75,53,49,56).
Uy + Vg = 49
uz + vy = 66
us + vs = 47
Vores reduced costs er givet ved rf; =cj — ufs — ’UjBS og kan ses i tabellen
nedenfor:
B5T1[2[3]4]5]uw
1105 |0|14]18]| -8
2101371000
3 |-1]0(19]21]0 |-9
v; |69 |75|53|49 |56

10



Vi ser nu, at variablen x3; har stegrste negative reduced cost (-1), altsa tages
denne ind i basis. For at finde ud af, hvilken vi skal have ud, tegner vi den cykel,
der nu er opstaet (se Figur 10):

Figur 10: Pivoteringscykel til B® Figur 11: Spanning tree til BS

Vi ser nu, at for at fa stgrst mulige § > 0, veelger vi § = 3 og sender variablen
z35 ud af basis. Med de rette opdateringer far vi vores nye basis B® og basic

. 6
solution zB":

BG

6
xB

{(1,1),(1,3),(2,1),(2,4),(2,5),(3,1),(3,2)}
(6,0,9,0,0,2,0,0,10,8,3,12,0,0,0),

som er illustreret i Figur 11, hvilket giver fglgende tableau:

BS 112 1(3]4|5] Supply:
1 6 9 15
2 2 10 | 8 20
3 3|12 15
Demand: | 11 |12 |9 |10 | 8 | Z = 2816

For at finde den tilhgrende dual basic solution, ssetter vi igen de korrespon-
derende uligheder i det duale problem til ligheder, seetter én af variablene til 0
og lgser mht. de andre. Vi veelger igen us = 0:

u; +vy = 61
uy + v = 45
ug + v5 = H6
us +v; =69 p = uB’ =(-8,0,-10) og vB° = (69,76,53, 49, 56).
Uy + Vg = 49
ug + v = 66
uz +v1 = 59
Vores reduced costs er givet ved rf; =c;—uP — ’UjBG og kan ses i tabellen
nedenfor:
BST1[2[3[4]5] w
1 10]4|0|14]18| =8
2102 7]0]0| 0
310]0(20(22| 1 |-10
v; | 69|76 | 53|49 | 56

11



Vi ser nu, at da vi ingen negative reduced costs har tilbage, er B% optimal med
. . BS BS
optimal lgsning 2° og Z(x”") = 2816.
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