Opgave 1: Regressionsanalyse

Lad (u1,x1),..., (un,x,) veere n par af reelle tal. Vi skal nu bestemme den
rette linie, der passer bedst med disse talpar i den forstand at summen
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minimeres. Man finder altsa den linie, x = & + Bu, for hvilken summen af
kvadraterne pa punkternes lodrette afstand til linien er mindst mulig. Dette
kaldes mindste kvadraters metode.

(a)
Vi antager at ikke alle w’erne er ens, og at > .., us = 0. Vi skal vise, at
linien, der bestemmes ved mindste kvadraters metode, er givet ved
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hvor det bemaerkes, at det sidste led er nul. Vi skal prgve at minimere de to
summer. Det bemeerkes, at begge er "glade”parabler, altsa har minimum,
hvor den afledte er nul. Vi differentierer altsa mht. hhv. o og 3.
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Lad Xy,..., X, veere uafhaenglge, normalfordelte stokastiske variable, hvor
X5~ N(a+B(ts —t),0%) med (o, ) € R? og 0% > 0. Antag, at alle t’erne
ikke er ens, og definer
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(b)
Vis, at X
X ~ N(a,0%/n)  og [~ N(B,0%/SSDy)

samt at X og B er ukorrelerede:

Det ses, at der geelder
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Da Xq,..., X, er uafhfaengige, normalfordelte stokastiske variable, fglger det
af seetning 6.3.12, at X = % > X, er normaltfordelt med middelvaerdi
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hvor de almindelige regneregler for middelvaerdi blev benyttet, og satning
6.3.12 blev brugt ved det tredje lighedstegn.
Ved brug af regneregler for varians og 6.3.12 igen fas ligesa:
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Altsa haves X ~ N(a,0?/n).

Som ovenfor fglger ligledes af saetning 6.3.12 at 3 er normaltfordelt med
middelveerdi:
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Fra definition 3.8.6 har vi, at
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corr(X, B) =

sa for at vise at X og B er ukorrelerede, skal vi blot vise, at Cov(X, 3) =

Ved brug af (3.8.3), (3.8.4), (3.8.5) og setning 3.8.3 ses det at
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Opgave 2: t-test for to stikprgver
(c)

I fglge seetning 8.3.3 er X; normalfordelt med middelveerdi y; og varians
2
%1’ og (n1 — 1)s? er oy*fordelt med n; — 1 frihedsgrader, og dermed er

s n‘iIXQ—fordelt med ny — 1 frihedsgrader. Endvidere er X; og (ny — 1)s?

uafhzengige ifglge seetning 8.3.3, og dermed er X; og s? uathzengige. Tilsva-
fois 2
s
no? °2

x2-fordelt med ng — 1 frihedsgrader, og X, og s3 er uafhaengige.

rende ses det, at X5 er normalfordelt med middelveerdi 2 Og varians
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Ved at saette £k = ny, n = ny +ng, og X11 = X1,X120 = Xo,..., X4 =
X, Xo1 = Xig1, X002 = Xigo,...,Xon, = X, og ved at lade ¢ vaere
funktionen fra R* ind i R der sender (z1,...,x) ind i %Zle x; og la-
de v veere funktionen fra R™* ind i R, der sender (zy,...,,_%) ind i
— S (g — L S Fg,)? ses det ved brug af swtning 6.2.3 3) [3)
star forst neevnt efter beviset for saetningen] at X; og s2 er uafthzengige.
Tilsvarende ses det at X og Xo, s7 og X samt s7 og s3 er uafhsengige.

(d)
Vi skal finde fordelingen af
1
2

s :n_Q((nl—l)s%+(n2—1)3§) , n=mn1 + na.

Visai (c), at
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Men sa er
0281 = (ny — 1)s? ~ 6*x*(ny — 1) og 028y = (ng — 1)s3 ~ 0%x*(ng — 1)

Vi kan nu treekke konstanten o2 uden for parentesen og omskrive de to
stokastiske variable Sy, So til I-fordelinger, jeevnfer MS s.222m, og vi far, at
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hvor S; er I'-fordelt med formparameter o; = ™ Li=1,2 og skalaparame-

ter B; = 2. Ved hjeelp af MS Seetning 8.1.3 kan vi sammenskrive S; + S til

en ny [-fordeling, S, med formparameter o = % = ”772 og skalapa-

rameter 3 = 2. Men si er S ~ x2(n —2) med f =n — 2 frihedsgrader, igen
jeevnfer MS s.222m. Altsa er

7 — 2~ o’ 2(n—2) = a*x*(f)

n—2

ifplge MS s.225m. s? er altsa en I'-fordeling med formparameter k/2 og
skalaparameter 202/ f, eller s? ~ n"—jgxz(n —2).
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(e)
Ifplge (c) er X1 og X5 uaftheengige normalfordelinger med h.h.v. middelvaerdi
[41 Og [t2 Og varians Z—? og Z—z Dermed er — X5 normalfordelt med middelveer-

di —ps ifplge setning 5.2.5 og varians "2, da Var(bX)=b*Var(X), og ifslge

na

seetning 6.3.12 er X; — X, s& normalfordelt med middelveerdi w1 —p2 =0
; o? | o2 2 (1 1
(da det antages at p1 = p2) og varians -+ 2~ =0 <— + —).

ni no
Ved at seette k = 2, n = 4, X1 = X1,Xy = Xg,s% = X3 og s% = X4
og ved at lade ¢ veere funktionen fra R? ind i R der sender (z,y) ind i
x — g, og lade 1 veere funktionen fra R? ind i R der sender (z,y) ind i
—L((n1 — 1)2? + (ng — 1)y?) ses det ved brug af setning 6.2.3 3) [3) star
forst nsevnt efter beviset for ssetningen] at X7 — X5 og s er uathaengige.

(f)
Da X; — X5 er normalfordelt med middelveerdi 0 og varians Z—j + %2, kan
den skrives som |o]| n% + n%X , hvor X er en standard normalfordeling, og

daY = ”7_2252 ~ x%(n — 2), geelder der (idet vi antager s > 0), at
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sa Ty er t-fordelt med n — 2 frihedsgrader, da X; — X5 og s? er uafhaengige
(ifelge (e)), og X og Y dermed er uathaengige.

(2)

T5 kan anvendes for at sammenligne to st observationer, som man antager
kommer fra hver sin normalfordeling (X; og X3) med samme varians. Vi
har inden opgave (e) antaget, at de ogsa har samme middelveerdi (u; =
u2). To kan sa bruges som teststgrrelse til at afggre, om antagelsen om
normalfordelingernes samme middelvaerdi kan verificeres.



