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Indhold 0.1 Indledning

0.1 Indledning

Hvorfor i alverden veelger nogen at bruge et halvt ar af deres studier pa at finde ud
af, hvordan man planlegger en turnering? De fleste af os har deltaget i og maske end-
da prgvet at lave en turnering, det veere sig en volleyballturnering pa ens gymnasium
eller en bobturnering til et socialt arrangement. Dette virker ikke umiddelbart videre
kompliceret, men sa snart det f.eks. skal planleegges, hvem der spiller hjemme og u-
de, stiger kompleksiteten af opgaven betragteligt. Hvis der endvidere skal tages hensyn
til bestemte deltagende holds gnsker, mediedsekning, tilskuertilfredshed, retfeerdighed i
spillet, udnyttelse af faciliteter og andre faktorer, bliver et forholdsvis simpelt problem
nu til en meget kompleks problemstilling med stor gkonomisk betydning. P& grund af
disse faktorer er matematikken nu kommet til at spille en central rolle inden for moderne
planleegning af sportsbegivenheder, hvis teoretiske resultater har vundet indpas gennem
de sidste 30 ar. Specielt i de sidste 10 ar er matematiske metoder blevet anvendt flere
og flere gange til at planlaegge stgrre turneringer. For bare 10 ar siden kunne planlaeg-
ningen veere henlagt til et aeldre aegtepar', der brugte nogle weekender i deres stue pa
at konstruere en spilleplan, der typisk var langt fra optimal.

Omkring 2. verdenskrig begyndte man af logistiske arsager at se matematisk pa
schedulering af forskellige opgaver inden for militeeret. Her skal schedulering forstas som
den disciplin, der ud fra et givet antal betingelser sgger at finde en optimal rackkefglge
eller plan for en meengde af opgaver, der skal lgses. Klassisk taler man om jobs, der skal
lgses pa maskiner, men man kunne f.eks. ogsa se det som en begreenset meengde ansatte
i en virksomhed, der skal lgse et bestemt antal opgaver hurtigst og mest effektivt. De
opnaede resultater bredte sig nu ogsa til det private, og computerens indtog var her med
til kraftigt at forbedre mulighederne for mere praecis og effektiv schedulering, ligesom
man hurtigere kunne na frem til lgsninger. Sports scheduling opstod for alvor i slutningen
af 70’erne og begyndelsen af 80’erne. I starten var det primeert et teoretisk specialtilfzelde
af schedulering, men disciplinen er nu et etableret forskningsomrade.

Med den lgbende udvikling af computerkraft og brug af teknikker som heltalsprogram-
mering og constraint programming indsa man potentialet i sports scheduling. Nu kunne
klubbernes og andres betingelser for alvor implementeres i lgsningen af problemerne, og
siden er antallet af artikler, der beskriver matematiske metoder til lgsning af forskellige
turneringer inden for et hav af sportsgrene, steget markant fra ar til ar, senest med
scheduleringen af den nuveaerende sason af den danske SAS-liga. Alt dette har bidraget
til, at sports scheduling nu er sit eget omrade under operationsnalyse.

Opgaven bestar af 5 afsnit, hvor det fgrste omhandler klassisk schedulering, herunder
nogle velkendte problemer. Desuden beskriver vi introducerende dele af kompleksitetsa-
nalysen, der udtaler sig om, hvor ”sveert” det er at lgse et givent problem. Vi kommer
ogsa ind pa, at man kan afggre sveerhedsgraden af et problem ved at reducere det til et
andet problem med allerede kendt kompleksitet.

I afsnit 2 ser vi pa disciplinen heltalsprogrammering, hvor vi blandt andet beskriver
Branch and Bound, der er et kraftfuldt veerktgj til at lgse problemer, hvor der indgar
heltallige variable. Derudover kommer vi ind pa algoritmer, der kan indsnsevre proble-
merne, inden Branch and Bound-algoritmerne anvendes. Her vil vi blandt andet se pa

!Dette var rent faktisk tilfszeldet med en stgrre amerikansk basketballturnering for nogle ar siden.
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gyldige uligheder og Chvétal-Gomorys algoritme.

I afsnit 3 ser vi kort pa constraint programming, der er en forholdsvist ny teknik,
der pa nogle omrader er mere effektiv end heltalsprogrammering. Vi vil fokusere pa
de metoder, der er mest relevante for sports scheduling. Desuden ser vi pa en metode
kaldet Benders decomposition, der senere i opgaven er grundlaget for scheduleringen af
SAS-ligaen.

Afsnit 4 omhandler generel teori inden for sports scheduling. Der indledes med ter-
minologi, definitioner og klassiske problemstillinger, hvorefter vi fremlaegger en raek-
ke teoretiske resultater omhandlende nogle af de klassiske problemstillinger vedrgrende
konstruktionen af en retfserdig spilleplan, herunder den kanoniske metode. I afsnittet
indgar resultater fra grafteorien som et vaesentligt redskab. Til sidst i afsnittet inddrages
en meengde af betingelser fra teorien, hvor der blandt andet fremleegges resultater om
kompleksitet af turneringsplanlaegning generelt og feasibility af spilleplaner.

Opgavens sidste afsnit omhandler et konkret eksempel pa schedulering af en sports-
begivenhed, nemlig den danske SAS-liga for saesonen 2006/07, altsa den nuvaerende, der
er udfgrt af Rasmus V. Rasmussen. Afsnittet afsluttes med en vurdering af metodens
effektivitet sammenlignet med tidligere ars resultater, der ikke har anvendt matematiske
modeller.

Kendskab til udvalgte emner fra operationsanalyse (linezer programmering) og basal
grafteori vil lette laesningen af opgaven. Afsnittene kan i teorien laeses uafthaengigt af
hinanden, med undtagelse af afsnit 5, der forudssetter afsnit 4. Der er dog emner, der
henvises til senere i opgaven, som f.eks. et resultat omhandlende kompleksitet.

Vi vil gerne takke Rasmus V. Rasmussen for opklarende svar og ikke mindst vores
vejleder Kent Andersen for gode rad og kyndig vejledning gennem hele forlgbet.

Kgbenhavn, november 2006

Christian Mikkelsen Jensen
Anders Bjerg Pedersen



Indhold 0.2 Resumé

0.2 Resumé

Dette projekt omhandler emnet sports scheduling, der vedrgrer planleegning af turnerin-
ger. Projektet opbygger indledningsvis en reekke veerktgjer til brug inden for lgsning af
sports scheduling-problemer, herunder generel scheduleringsteori, kompleksitetsanalyse
og reduktion, heltalsprogrammering, constraint programming og Benders decomposi-
tion. I sports scheduling-afsnittet arbejder vi primeert med minimering af breaks, hvor
et igjnefaldende resultat er de Werras s@tning om det minimale antal breaks i en tur-
nering. Projektet afsluttes med at se pa en konkret schedulering af den bedste danske
fodboldliga og en vurdering af denne schedulerings kvalitet.

0.3 Abstract

This project deals with the subject of sports scheduling, which concerns the planning
of tournaments. At first the project introduces several tools needed for solving sports
scheduling problems, such as general theory of scheduling, complexity analysis and re-
duction, integer programming, constraint programming and Benders decomposition. In
the section on sports scheduling the primary subject is break minimization, in which a
conspicuous result is de Werra’s theorem on the minimum number of breaks in a tourna-
ment. The project is concluded with a concrete example of scheduling the best Danish
soccer league and an assessment of the quality of the scheduling proces.



1 SCHEDULERING

1 Schedulering

Da sports scheduling udspringer fra generel schedulering, vil vi i dette afsnit kort se pa
anvendelse af scheduling, idet vi gennemgar to klassiske problemer inden for schedulering,
nemlig Job Shop Scheduling og Travelling Salesman-problemet. Med udgangspunkt i
disse problemer vil vi bagefter diskutere reduktion og kompleksitet og herefter fremlagge
generel teori vedrgrende disse to emner.

1.1 Job Shop Scheduling

Vi veelger nu at se pa et af de mere klassiske problemer inden for schedulering, nemlig
Job Shop Scheduling (JSS). Job Shop Scheduling bygger pa ideen om en fabrik, hvor
et antal job skal igennem et antal maskiner. Raekkefglgen, hvori de forskellige jobs skal
igennem maskinerne er ikke ngdvendigvis den samme, ligesom ikke alle jobs ngdvendigvis
skal igennem alle maskiner (hvis nogen overhovedet). Maskinerne pa fabrikken antages
kun at kunne udfgre ét job af gangen.

Vi leegger ud med nogle definitioner, der er ngdvendige for at kunne tale formelt om
schedulering samt for at indfgre en god notation:

Procestid(p;j) — Procestid for job j pa maskine i. Hvis job j ikke skal igennem ma-
skine 1, er p;; = 0.

Arrival Date (r;) — Tidspunktet, hvor job j ankommer til systemet.
Due Date (d;) — Tidspunktet, hvor job j forventes feerdigt.
Deadline (d;) — Tidspunktet, hvor job j skal veere ferdigt.

Ventetid (w;;) — Hvor lang tid job j venter pa at komme til pa maskine i (regnet fra
tid 0).

Completion Time (C; = Wiy, j + Pin, ;) — Tidspunktet, hvor job j er feerdigt i syste-
met. Her er n; job j’s sidste opgave pa maskine i.

Makespan (Cyqr = maxj—1,.»(Cj)) — Tidspunktet, hvor systemet er feerdigt med
at arbejde (sidste opgave er udfert).

Tardiness (7; = max(C; —d;,0)) — Forsinkelse for job j. Tardiness kan per definition
ikke veere negativ, derfor seettes den til 0, hvis job j skulle blive faerdig fgr tid.

Malet med Job Shop Scheduling er sa f.eks. at minimere tardiness eller makespan. Vi
vil her koncentrere os om at minimere tardiness for n jobs pa m maskiner og opskrive
problemet som et heltalsproblem. ([7], p.20f)

Lad hj = 04,5, ... s Oiy j VETE den sekvens af opgaver, som job j skal igennem (i den raek-
kefglge, der nu er fastsat), hvor i;, angiver maskinens nummer, og lad Q; = {qi1, - - -, ¢im, }
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veere maengden af opgaver, der bliver udfgrt pa maskine ¢, hvis raekkefglge selvfglgelig
afhaenger af, hvordan jobbene scheduleres. Den tid, det tager for en maskine at bearbej-
de en opgave angives som p;;. Desuden har hvert job en arrival date r; og en due date d;.

Vi lader nu w;, ; veere starttiden for job j’s k’'te opgave og ser sa pa to pa hinanden
fglgende opgaver, o;,; og 05, ,j, for job j. Vi gnsker, at o;,_,; forst startes, nar opgave
0;,,j er feerdig, dvs.

Wiy 15 2 Wiyj + Pigj-

Desuden gnsker vi, at job j ikke kan startes, fgr det ankommer til fabrikken:
Wiy 5 Z Tj.

Vi gnsker at minimere den samlede tardiness som summen af tardiness for hvert job
(Tj), altsa

n n
ZT] > Zmax(winjj + Pinj — d;,0).
j=1 j=1
Vi ser nu pa rackkefolgen pa de enkelte maskiner (selve planlsegningsfasen), hvor hver
maskine kun kan udfgre en enkelt opgave af gangen. Lad nu « og 3, a < 3, angive

numrene pa to opgaver i meengden @Q;, dvs. to opgaver der skal udfgres pa maskine 7.
Disse kan ikke udfgres samtidig, derfor geelder fglgende:

(wg > wa +pa) V (wa > wg+ pg).

Dette gnsker vi omskrevet til ulighedsform, derfor indfgrer vi den bingere variabel z,z3
og M, der er et meget stort tal, og far folgende:

wg > Wa +Pa— M(1—z0p)
Wo = wg+pg— Mzag

Dette betyder sa, at nar z,3 = 1, udfgres opgave o fgr 8 og omvendt, hvis z,g5 = 0.
Vi kan nu opskrive problemet pa binser form med 0-1-variable. Da alle indgaende tal
er heltal, vil vores resultater ogsa veere det:

n
min Z = ZTJ
j=1

s.t.
LY > Wiy 5 + Digjs Vk<nj, i=1....n
wi; > 15, Vi
Tj = wi, j + Pin,j — d; i1 .
T] ZO ) y*
wg > Wa + Pa — M(1 — x4p) )
, Vo, €@, a<fB,1=1,...,m

zqp € {0,1}, Vo, [.
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1.2 Travelling Salesman Problem

Et af de nok mest klassiske problemer inden for operationsanalyse er Travelling Salesman-
problemet (T'SP). Dette problem gar i al sin enkelhed ud pa, at en szlger skal besgge
et antal byer netop én gang hver pa en sadan made, at han rejser den korteste afstand
(eller bruger mindst tid / feerrest omkostninger alt efter problemet). For at formalisere
denne problemstilling opskriver vi den som et heltalsproblem. ([23], p.7f)

Vi opstiller problemet som en graf G = (V, E), hvor knuderne i V' er de n byer,
seelgeren skal besgge, og kanterne i F er forbindelserne mellem byerne, sa G danner en
komplet graf. Lad d;; veere afstanden fra by i til by j og lad x;; svarende til kanten
mellem by i og by j veere den bingere variabel, der er 1, hvis vejen (kanten) anvendes og
0 ellers. For @ = j seetter vi d;; = M, hvor M er et meget stort tal. Da han besgger hver
by netop én gang, svarer dette problem til at finde en Hamilton-kreds i G, sa den rejste
afstand bliver mindst mulig.

Vi skal for det fgrste sikre os, at saelgeren forlader by ¢ praecis én gang og ankommer til
by j preecis én gang. Dette gores ved folgende to constraints:

n n
ag=1, og Y wy=1ij=1,..n
Jj=1 i=1

For at sikre os, at vi rent faktisk far en Hamilton-kreds, indfgrer vi en delmeengde
S CV, S#0,sa der altid er mindst én forbindelse mellem S og V\S “:

ZZ.&:‘UZL SCV, S?é@
i€S j¢s

Sammenfatter vi ovenstaende, kan vi skrive det generelle problem op, idet vi gnsker
at minimere den rejste afstand:

n n
min sz”l‘”
i=1 j=1
s.t.

n
E Lij :1, i:1,...,n
J=1

n
dwy=1,j=1,...,n
=1

Zﬁi%

i€S j¢s
zij €{0,1}, 4,5 = 1,...,n, i #J.

L SCV, S40

Y
—_

2Vi bemeerker, at der altid ogsa vil vaere et lige antal forbindelser, da sselgeren skal returnere til sin
startby
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1.3 Reduktion og kompleksitet

Ingen operationsanalytiker ville lgse nogen af ovenstaende problemer i handen, han ville
vende sig mod en computer. Derfor er det vigtigt at finde ud af, hvor lang tid en computer
vil skulle bruge pa at lgse forskellige problemer. Her kommer to faktorer til at spille ind:
stgrrelsen af inputtet og de beregninger, der skal udfgres pa dette input. Skal man addere
to ’elementer’, er der stor forskel pa, om disse elementer er f.eks. heltal, kommatal eller
matricer.

Mht. til selve beregningerne indfgrer vi en funktion O(g(n)), hvor g(n) angiver, hvor
hurtigt antallet af elementeere operationer vokser som funktion af inputtet n. Hvis vi
f.eks. lader funktionen T'(n) = ¢; + con + Lg_l) + c4n, hvor ¢; er konstanter afhsengige
af computeren, veere antallet af elementeere operationer, der er kraevet for at lgse et
problem (i dette tilfeelde boblesortering af n tal), vaelges g(n) = n?, da dette er hgjeste
led i T'(n). Dvs. boblesortering af n tal er O(n?) ([5], 2.2).

Det bliver her specielt interessant at finde ud af, om g(n) vokser polynomielt (som i
eksemplet med boblesortering) eller eksponentielt.

Programmeringsmaessigt er ovenstaende formulering af TSP ikke umiddelbart saerlig
effektiv, nar n bliver stor, da antallet af mulige delmaengder S vokser eksponentielt®.
Dette geelder generelt for optimeringsproblemer, derfor er man interesseret i at omskrive
problemerne, sa der skal anvendes feerre computeroperationer for at lgse dem.

Den mest benyttede metode til dette er at omskrive fra optimeringproblem til be-
slutningsproblem (ja/nej-problem). Oftest indlaegges der en greaense, B (eksempelvis et
omkostningsmaksimum eller maksimal tid til radighed), som sa skal forbedres.

I TSP kan dette f.eks. ggres ved at stille spgrgsmalet: ” Findes der en Hamilton-kreds
i G, sa den rejste afstand er mindre end eller lig B?”([3], p2-4)

Vi skal nu se naermere pa reduktion af problemer til mindre komplicerede problemer:
([23], p83ff)

Definition 1.1.

NP er den klasse af ja/nej-problemer, for hvilke der for ethvert JA-svar findes et ’kort’
polynomielt bevis.

P er den klasse af ja/nej-problemer i NP, for hvilke der findes en polynomiel algoritme.

Altsa har vi, at P er de ‘'nemme’ problemer fra NP.

Definition 1.2.

Lad P,Q € NP. Hvis en instans af P kan konverteres til en instans af Q (i storrelsen af
instansen af P) inden for polynomiel tid, siger vi, at P er polynomielt reducibelt #il @,
og vi skriver P o« Q.

Klassen NPC (klassen af NP-komplette problemer), er den delmangde bestaende af pro-
blemer P € NP, sadan at for alle Q € NP geelder, at Q er polynomialt reducibelt til
P.

Bemszerkning 1.3. Ud fra definitionen har vi, at (P < Q) # (Q o P) generelt, og
reducibilitet er transitiv, dvs. (P x Q) A (Q x R) = (P «x R).

3Der findes 2" — 1 ikke-tomme delmzengder af en maengde med n elementer
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Vi viser nu en brugbar proposition inden for reduktion ([23], p85):

Proposition 1.4.
Lad P,Q € NPD.

i) Hvis Q € P og P x Q, sa er P € P.
i1) Hvis P € NPC og P x @Q, sa er @ € NPC.
Beuts.

i) Da P x @, og der findes en polynomial algoritme til @, kan vi konvertere enhver
instans af P til en instans af @ og lgse den indenfor polynomial tid. Derfor kan P
ogsa lgses inden for polymial tid, dvs. P € P.

ii) Lad R € NP. Da P € NPC, er R  P. Men da der per antagelse geelder, at P o« @,
kan vi anvende Bemearkning 1.3, sa der derfor geelder, at R < Q. Da R € NP var
valgt vilkarligt, er @ € NPC per definition 1.2.

O

Definition 1.5.
Et optimeringsproblem, for hvilket ja/nej-versionen af problemet ligger i NPC, kaldes
NP-hardt.

Som et eksempel pa ovenstaende viser vi en szetning om reduktion mellem to kendte
NP-harde problemer ([8], 2.7f). Partition-problemet bestar i, at vi har en maengde
A ={aj,aqg,...,a,} af n heltal. Opgaven gar nu ud pa at opdele A i to delmaengder A;

og As, sadan at
1 n
Z aj = Z aj:§Zaj.
j=1

a; cAq a; cAs

Deadline Scheduling-problemet er et specialtilfeelde af Job Shop Scheduling med kun
én maskine og n jobs. Findes der en rackkefglge af jobbene, s& hvert job er feerdigt inden

for intervallet [r;; d;], og sa hvert job feerdigggres, inden det sendes videre?

Saetning 1.6. Partition-problemet er polynomielt reducibelt til Deadline Scheduling-
problemet.

Beuws.
Lad A = {ai,as,...,a,} veere en instans af Partition-problemet. Vi vaelger n + 1 jobs i
Deadline Scheduling-problemet, hvor de fgrste n jobs svarer til elementerne i A, og job
n+ 1 er et ekstra job. For de fgrste n jobs satter vi p1 ; = a;j, 7, = 0 og Jj =1+ aj.
For job m + 1 seetter vi p1 py1 =1, mpp1 = %Zaj og cZnH =1+rp1 =1+ %Zaj.

Vi viser seetningen ved at vise, at vi har en gyldig partition af A hvis og kun hvis vi
har en feasible schedule til Deadline Scheduling-problemet.

(=) Antag vi har en gyldig partition af A. Lad I' C T = {1,2,...,n} veere en delindex-
maeengde, s& ),y a; = % >~ aj. Vi udfgrer jobbene fra I’ pa maskinen og er faerdige efter
% > aj. Vi udfgrer derefter job n + 1, som er feerdigt efter 1+ %Z a;. Til sidst udfgrer
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vi resten af jobbene (I\I’) i intervallet [1+ > a;;1+ Y a;] i tilfeeldig reekkefolge. Da
dette opfylder kravene for Deadline Scheduling-problemet, er den gnskede implikation
vist.

(<) Antag nu, at vi har en feasible schedule til Deadline Scheduling-problemet.
Vi ser forst pa job n 4+ 1, der ma skulle udfgres i intervallet [%Zaj; 1+ %Zaj},
da schedulen er feasible. Vi har nu to lige store disjunkte intervaller, [0; % Zaj] og
[1 + % a1+ aj], hvor jobbene 1 til n scheduleres, og vi har dermed en partition
af A. O

10
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2 Heltalsprogrammering

Vi har i forrige afsnit set pa et par binsere optimeringsproblemer og lidt om disses
formuleringer. Vi skal nu udvide dette til det mere generelle og stgrre omrade heltalspro-
grammering, hvor vi i stedet for kun at se pa bingere variable kraever, at nogle (eller alle)
variable skal veere heltal. Dette omrade finder blandt andet anvendelse inden for generel
schedulering, specielt ogsa sports scheduling.

Vi ser nu pa lineere problemer pa formen max{c(z) : Az < b, x > 0}, hvor ¢ er
en n-dimensional raekkevektor (objektfunktionens koefficienter), A er en m x n matrix
(constraint-koefficienterne), b er en m-dimensional sgjlevektor (vores right-hand-sides),
og z er en n-dimensional sgjlevektor (vores variable).

Inden for heltalsprogrammering skelner man mellem forskellige typer problemer, alt
efter hvordan tallene i x ma se ud. Et mized heltalsproblem (MIP) er et problem,
hvor nogle men ikke alle af variablene skal veere heltallige. Et heltalsproblem (IP) er et
problem, hvor alle variable er heltallige, og til sidst er et binert heltalsproblem (BIP)
et problem, hvor alle variablene er binsre, som f.cks. (JSS) og (T'SP) fra afsnit 1.

Som man maske kan se af ovenstaende problemformulering, ligner heltalsproblemer li-
nezre problemer til forveksling, altsa blot et LP-problem med ekstra begraensninger. Teo-
rien for de to harmonerer ogsa fint, dog ger disse ekstra begreensninger lgsningsmetoderne
for heltalsproblemer mere komplicerede, bade mht. fremgangsmade og regnearbejde. Me-
toderne til lpsning af (IP), (MIP) og (BIP) ligner hinanden, og vi vil i det fglgende se
naermere pa sadanne metoder. ([23], p3f)

2.1 Relaxeringer

Vi indfgrer forst begreberne polyeder og formulering: ([23], p12ff)

Definition 2.1. Lad P C R"™ vere beskrevet ved et endeligt antal lineere begrensninger,
altsa P ={x € R": Az < b} med x, A,b som ovenfor. Da kaldes P et polyeder.

Definition 2.2. Et polyeder P C R™"P kaldes en formulering for mengden X C Z"xRP,
hvis og kun hvis X = P N (Z™ x RP).

Eksempel 2.3. Som et eksempel pa ovenstaende er der i Figur 1 tegnet to formuleringer
for mengden X = {(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3), (4,3)}.

Definition 2.4. Lad X C R". Det konvekse hylster, conv(X), defineres som
conv(X)={zeR": 2= " Na', YL\ =1, \; >0 for alle endelige del-
meangder {z',... 2"} C X}.

Sagt med andre ord, det konvekse hylster er meengden af de punkter, der kan skri-
ves som en konveks kombination af punkter i X. Derudover bemserker vi ogsa, at det
konvekse hylster er et polyeder, og at hjgrnepunkterne i conv(X) altid ligger i X selv.

Men hvorfor er det nu interessant at se pa disse polyedre og konvekse hylstre? Jo,
vi har nu teoretisk mulighed for at erstatte vores IP max{c(z) : = € X} med et nyt

11



2 HELTALSPROGRAMMERING 2.1 Relaxeringer

A

>

Figur 1: To formuleringer for X

linesert problem max{c(x) : z € conv(X)}, som vi har metoder til at lgse (f.eks. sim-
plex). I praksis er det dog som regel ekstremt vanskeligt at finde de ofte eksponentielt
mange uligheder, der indgar i conv(X), derfor ma vi ga ad omveje for at tilnserme vores
formulering til conv(X). Hvis man derfor har to formuleringer, Py, P>, for X C R", siges
Py at veere bedre end Ps, hvis P; C P». Vi ser nu ogsa i Figur 1, at formulering P, er
bedre end P; og endda er lig conv(X).

For at starte et sted klarlaegger vi, hvad forméalet med at lgse vores heltalsproblem
z = max{c(z) : x € X C Z"} egentlig er, dvs. hvornar kan vi stille os tilfreds med
en lgsning til problemet. Vi gnsker altsa at bevise, at en given lgsning x* er optimal.
Standardmetoden til dette er at finde en nedre greense z < z og en gvre graense zZ > z,
sd z = z = z. Ideen er sa ved hjelp af algoritmer at finde greenser, der kommer teettere
og taettere pa z.

Ved maksimeringsproblemer kan der altid findes en nedre graense ved hjalp af enhver
feasible lgsning. De gvre greenser kan findes ved et begreb kaldet relazering:

Definition 2.5. Lad z = max{c(z) : z € X CR"} (P).
Huis folgende to betingelser er opfyldt:

i) X CTCR" og

ii) f(x) > c(x) for alle x € X,
si er 2P = max{f(z): v € T CR"} (RP) en relaxering af (P).
Proposition 2.6. Hvis (RP) er en relazering af (IP), sd er z* > 2.

Bevis. Lad x* vaere en optimal lgsning til (I P). Savilz* € X C T og z = ¢(z*) < f(z¥).
Men da z* € T, er f(z*) en feasible lgsning til (RP) og dermed en nedre greense for z%.
Derfor har vi, at z < f(z*) < 2%, O

En typisk relaxering for et heltalsproblem vil veere at fjerne selve heltalsbegraensnin-
gen, altsa ga fra problemet z = max{c(z) : = € PNZ"} til det relaxerede problem
2P = max{c(x): € P} med P={z c R": Ax < b}.

12



2 HELTALSPROGRAMMERING 2.2 Branch and Bound

Vi skal nu se, hvordan man ved hjelp af relaxeringer kan bevise optimalitet eller
infeasibility: ([23], p26)

Proposition 2.7. Lad (RP) z® = max{f(x): € T C R"} vere en relavering af (IP)
z=max{c(z): x € X CZ"} og lad x* vere en optimal losning til (RP). Da gelder:

i) Hwvis (RP) er infeasible, sa er (IP) det ogsa.
it) Hvis x* € X, og f(x*) = c(x*), sa er x* ogsa optimal for (IP).

Bevis. Da (RP) er infeasible, er T = (), og dermed er ogsa X = (), hvilket beviser forste
pastand.

Da z* € X, er z > c(z*) = f(z*) = zf'. Af Proposition 2.6 har vi, at z < 2%, derfor er
c(z*) = z = 2, som s4 er optimal for bade (IP) og (RP). O

Ligesom man i linesere problemer kan finde og bruge dualer til lgsning af selve proble-
met, findes disse ogsa i heltalsproblemer: ([23], p28)

Definition 2.8. (IP) z = max{c(z) : x € X} og (D) w = min{w(u) : v € U} udgor
et (svagt) dualt par, hvis c(x) < w(u) for alle x € X og alle w € U, og hvis z = w, udgor
de et sterkt dualt par.

En meget veesentlig egenskab for det duale heltalsproblem er dets evne til at levere
en gvre greense pa objektfunktionsveerdien, nar der findes en feasible solution. Hvis man
derfor opskriver det duale til en relaxering af et heltalsproblem og lgser dette, far man
en gvre graense til heltalsproblemet. Sagt med andre ord udggr f.eks. problemerne (IP)
z = max{c(z) : Az < b,z € Z1} og (D) w = min{u(b) : ud > c,u € RT'} et (svagt)
dualt par.

Proposition 2.9. Lad (IP) og (D) udgore et svagt dualt par. Da gelder:
i) Hwvis (D) er ubegranset, sa er (IP) infeasible.

ii) Hvis x* € X, og u* € U og c(z*) = w(u*), sa er * optimal for (IP) og u* er
optimal for (D).

Beviset er naesten analogt til Proposition 2.7:

Bevis. Da (D) er ubegraenset, er er der ingen gvre greense for (I P), og dermed er (IP)
infeasible.

Da z* € X, og u* € U, er w > ¢(x*) = w(u*). Af Definition 2.8 har vi, at z < w, derfor
er ¢(z*) = z = w, hvilket vil sige, at * er optimal for (I P), og u* er optimal for (D). O

2.2 Branch and Bound

Vi skal nu se pa en meget anvendt metode til lgsning af heltalsproblemer, nemlig branch-
and-bound-metoden. Hovedideen bag metoden er at dele ens problem op i mindre pro-
blemer, der er nemmere at lgse hver for sig og sa samle disse sma lgsninger til sidst.
Fremgangsmaden er forst at veelge en variabel, der skal ”branches”, dvs. deles op i to
intervaller, f.eks. en binger variabel i et (BIP), der fixeres til 0 i den ene branch (=nyt
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.2 Branch and Bound

mindre problem) og 1 i den anden. Man forsgger derefter at lgse disse to mindre proble-
mer, og hvis man er ude af stand til dette, ma man branche en ny variabel. Herunder i
Figur 2 ses et eksempel pa et bingert branch-and-bound-trze.

)

Figur 2: Eksempel pa et bingert branch-and-bound-trze.

Vi vil nu gennemga den algoritme, der bruges til branch-and-bound. Vi starter med
selve opdelingen af problemet: ([23], p91ff)

Proposition 2.10. Lad X = X1 U---U Xk vere en partition of X og lad
2 =max{c(z): v € Xy}, k=1,...,K. Si gelder:

i) z = maxy 2* og

i) Hvis 2% er ovre gramse for zF, og 2 er nedre greense for 2*, sa er z = max;, 2¢

gvre grense for z, tilsvarende er z = maxy, z° nedre grense for z.

Ovenstaende proposition siger blot, at den optimale lgsning z kan findes blandt de
optimale lgsninger til delproblemerne Xj,..., Xk, og at ¢vre/nedre greenser for z er
storste gvre/nedre greenser for alle delproblemerne.

I branch-and-bound-metoden anvendes sakaldt ”pruning” for at eliminere de grene,
der af forskellige arsager ikke giver et korrekt eller godt nok resultat. Nar man til sidst
ikke har flere grene tilbage at branche, har metoden fundet en optimal lgsning til pro-
blemet (med mindre selvfalgelig problemet er infeasible). Folgende regler kan bruges for
at udelukke grene: ([13], p353)

Proposition 2.11. Grenen i branch-and-bound-treet med maengde X; kan prunes, hvis
én af folgende 3 betingelser er opfyldt:

1. Pruning ved infeasibility: X; = ().

2. Pruning ved optimalitet: Lad z* € X; vere en optimal lgsning til (RF;), hvor
f(@™) = c(z¥).
3. Pruning ved grenser: z; < z.

Beuvis. 1 og 2 fglger af Proposition 2.7.
Vi har, at z; < z, og Z; er en gvre graense for X;. Men da z; < z, er z; ¢ [2; Z]. O

Det bemaerkes, at hvis 2. er opfyldt, har vi fundet en ny nedre graense for z. Vi opstiller
nu en algoritme, der ved hjzelp af branch-and-bound kan lgse et (LP)—, (IP)—, (MIP)—
eller (BIP)—problem: ([5], p517)
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.2 Branch and Bound

Algoritme 2.12.

Initialisering: Set z = —oco. Anvend de tre metoder fra Proposition 2.11 pa problemet.
Huvis problemet ikke bliver prunet, ga videre til branching. Ellers stop.

Branching: Velg ét blandt de tilbagevarende (ikke-prunede) delproblemer. Velg i dette
delproblem den forste heltalsvariabel, der i den optimale lgsning til LP-relaxzeringen
af delproblemet ikke antager heltalsverdi som vores branching-variabel. Kald denne
variabel xj og dens optimale relaverede verdi x%. Lav nu to nye delproblemer med
hhv. constraint xj < |2} | og xj > |z} + 1] tilfajet.

Bounding: Beregn for hvert nyt delproblem den optimale lgsning Z; til det LP-relazerede
problem.

Pruning: Anvend pruning-reglerne fra Proposition 2.11 pa hvert nyt delproblem. Huvis
Proposition 2.11 (2.) er opfyldt og z; > z, set da z = x og gentag Proposition
2.11 (8.) for alle ulgste delproblemer.

Optimalitet: Stop, hvis der ikke er flere ulgste delproblemer. Ellers ga til Branching.

Eksempel 2.13. Vi illustrerer branch-and-bound-metoden ved at lgse et mindre hel-
talsproblem. Lad forst problemet vere givet ved

max z = 3x1 — 3xg +4w3 — x4 (IP)

S.t.
2x1 + 4x3 < 10
T1+ T2 — 23 > 2
S5r1 —4ze <0
—x1+3x3—14 < 4
x; € Ly, 1 =1,2,3,4.

Branch-and-bound-treet til (IP) er vist i Figur 3. Vi relaxerer nu (IP) til dets lineere
version (RP), dvs. erstatter x; € Z+, 1 =1,2,3,4 med z; e Ry, i =1,2,3,4, og lgser
dette, f.eks. vha. simplex. Vi far z* = (0,0, g, %) med z(z*) = 1—23, som altsa ikke er en
heltalslgsning. Vi veelger derfor at branche efter den forste ikke-heltallige variabel x3 og
far sa to nye delproblemer med omrader X1 og Xao og tilfgjet hhv. x3 < 2 og x3 > 3.
Vi lgser nu disse to problemers relazeringer og ser, at delproblemet Xo er infeasible
Jfr. Proposition 2.11 (1.), og vi behgver derfor ikke bekymre os mere om denne gren (vi
pruner den). For delproblemet X1 far vi x = (1,3 1,2,1) med z(x3) = 25

Dette resultat hjelper os ikke videre, derfor er vi ngdsaget til at bmnche problemet
igen, denne gang efter xo, sa vi far to nye delproblemer til X1, nemlig X3 o9 Xy tilfgjet
hhw. 29 <1 og xo > 2, hvis relazerede lgsninger giver x% = (g, 1,2,8) med z(z}) = 2
0g T} = (5,2, %,0) med z(xz}) = 2—5?.

Igen kommer vi ikke til nogen umiddelbare konklusioner, vi velger derfor at branche
X3 efter variablen x1 i de to delproblemer X5 og Xg tilfojet hhv. x1 < 0 (hvilket reelt vil
sige, at vi fizer x1 =0) og x1 > 1. X¢ er nu infeasible, dvs. vi igen kan prune denne gren

vha. Proposition 2.11 (1.). X5 har relaxeret losning x% = (0,0,2,2) med z(x%) = 6. Da
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.3 Preprocessing

denne lgsning er heltallig, kan vi vha. Proposition 2.11 (2.) prune grenen X5 og setter
sa z = 6.

Vi ser nu pa tilbageverende ulgste grene, og vi kan nu jfr. Proposition 2.11 (3.) prune
grenen X4, da % < 6. Da vi nu ikke har flere ulgste grene, far vi, at vores optimale

heltalslosning til (I1P) bliver xf = (0,0,2,2) med z(z%) = 6.

x3<2 S _z3>3
~N

Figur 3: Branch-and-bound-tre til Eksempel 2.135.

2.3 Preprocessing

Man kan dog, inden man overhovedet gar i gang med branch-and-bound-metoden, lave
preprocessing, der kan ggre metoden mere effektiv og knap sa regnetung. Vi illustrerer
med et eksempel:

Eksempel 2.14. Betragt heltalsproblemet:

max z = 3x; —x9 +3z3 (IP)

s.t.
1 —2x3 < 9
3x1 —2x0 4+ 23 > 2
201 + a0 —x3 < 22
0< 2 <12
0< a9 <2
0< 23 <2
i €Ly, 1 = 1,2,3.

Skerpe grenser: Vi vil forsgge at skerpe grensen for variablen x1. Vi isolerer x1 i
hver af de tre constraints:

1 < 542x3<54+2x2=9
3r1 2> 242r90—23>24+2x0—-2=0
207 < 22 —2904123<22—-04+2=24
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.3 Preprocessing

Vi ser nu af ovenstaende, at vi kan skerpe grenserne for x1 til 0 < xp < 9.

Overflgdige constraints: Ved indsattelse af x1 =9, xo,x3 =0 i constraints 1 og 2
ses det, at disse ikke kan udelukkes. Dog kan venstresiden i constraint 3 hgjst blive 20,
derfor er denne constraint overflodig (efter de endrede grenser for x1).

Fastseette variable: Ser vi pa xs i objektfunktionen og constraints, ser vi, at det kan
betale sig at fastseette denne til dens maksimale verdi 2, da dette kun vil vere til gavn
overalt.

Vi far nu vores opdaterede problem:

max z = 3x1 —x2+6

s.t.

1 <9
31 — 229 > 0

0<z <9

0< a9 <2
T €Ly, 1 = 1,2

Vi bemerker, at problemet nu nermest er trivielt, idet ogsa den forste constraint er
overfladig.

Vi sammenfatter ovenstaende eksempel i fglgende proposition: ([23], p105f)

Proposition 2.15.
Lad X = {a: © apxg + 2?21 ajr; <bl; <x; <wj, j= 0,...,n}, hvor xg er den un-
dersggte variabel:

i) Skearpe grenser:

(b - Z] a;>0 ajlj - Z] a;<0 a’juj)

o =< , ag > 0.
ago
(b - Z] a;>0 aJl] - Z] a;<0 a’]uj)
rg > , ag < 0.
ago

it) Overflgdige constraints: agxo + Z;L:1 a;z; < b er overflodig, hvis

Z aju; + Z ajljgb.

j: a;>0 j: a;j<0

iii) Infeasibility: X =0, hvis

Z ajlj—i— Z ajuj>b.

j: a;>0 Jj: a;<0

iv) Fastsettelse af variable: For et maksimeringsproblem

z =max{c(z): Az <bl <z <u}

geelder, at hvis a;; > 0 for allei =1,...,m og ¢; <0, sa er x; =1;.
Modsat geelder, at hvis a;; <0 for allei =1,...,m ogc; >0, sa er xj = u;.
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.4 Gyldige uligheder

2.4 Gyldige uligheder

Umiddelbart virker branch-and-bound kombineret med preprocessing som en effektiv
metode til at lgse selv stgrre heltalsproblemer, men ved problemer med f.eks. rigtig
mange variable bliver metoden alligevel for tung og langsom, selv for moderne computere.
Vi vil derfor i det fglgende skitsere alternative og i nogle tilfaelde mere effektive metoder
til at tilneerme meengdens konvekse hylster ved at tilfgje flere constraints, inden vi giver
os 1 kast med branch-and-bound, altsa forbedre vores preprocessing.

Vi starter med at definere begrebet gyldige uligheder: ([23], p114)

Definition 2.16. Lad m € R" og mg € R. Uligheden mx < mg kaldes en gyldig ulighed
for X CR"™, hvis mx < mg for alle x € X.

I Eksempel 2.14 har vi set flere eksempler pa sadanne uligheder, vi skynder os derfor
videre til at bevise en proposition om disse uligheder mht. linezre problemer: ([23], p117)

Proposition 2.17. Lad P = {x: Ax < b,z > 0}. mx < my er en gyldig ulighed for P,
hvis og kun hvis

e der findes u >0 med u € R™, sa uA > 7 og ub < mg, eller
o der findes u>0,v > 0 med u,v € R™, sa uAd —v =m og ub < mg.

Bevis. Udtrykket mx < 7 er ensbetydende med at sige, at max{mz : = € P} < my.
Opskriver vi det duale til dette problem, far vi min{ub : uwA > m, v > 0} < 7.
Alternativt kan man tilfgje en vektor v > 0, sa vi far lighedstegn:

min{ub: vA—v=m, u>0,v >0} <m. Da det er velkendt, at det duale til det duale
giver det primale, er pastanden bevist. ]

For os vil det nu vere interessant at fa et lignende resultat for heltalsproblemer. Vi
bemaerker hurtigt det neermest trivielle faktum, at nar X = {y € Z: y < b}, er y < |b]
en gyldig ulighed for X. Dette faktum vil vi nu bruge til at opstille en algoritme, der
kan finde alle gyldige uligheder for et heltalsproblem. Denne algoritme kaldes Chwvdtal-
Gomorys algoritme: ([23], p119)

Algoritme 2.18. Lad X = PNZ" med P = {x € R} : Az < b}, hvor A er en m xn
matriz med sdjler {a1, a2, ... ,a,} og lad desuden u € R''. Da gelder:

i) Uligheden Z?Zl ua;x; < ub er en gyldig ulighed for P.
i1) Uligheden Z?:l luaj|ax; < ub er en gyldig ulighed for P.
i11) Uligheden Z;”:l luajlz; < |ub] er en gyldig ulighed for X.
Beuts.
i) Dau >0 og 2?21 ajxj < b, geelder pastanden.

ii) Denne pastand folger af 7), idet det bemeerkes, at = > 0.
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iii) Denne pastand folger af i), idet det bemaerkes, at x € Z, og dermed er
Z?:l luaj]z; € Z.

Eksempel 2.19. Se pa heltalsproblemet

max z = x1 + 2xy (IP)

S.t.
o9r1 —xo < 12
1+ 219 > 5
3x1 + 222 <

JijZ, j =12

Lad P vere givet ved vores 3 constraints, lad X = PN Z? og lad u = (%, %,O). Vi
anvender Chudtal-Gomorys algoritme til at finde en gyldig ulighed for X :

i) 23:1 ua;x; < ub & dxy + %xg < % er en gyldig ulighed for P.
i1) Z?Zl luajla; < ub e 4oy + 229 < % er en gyldig ulighed for P.
ii1) 232':1 |uajlz; < |ub| < 4z + 229 < 13 er en gyldig ulighed for X.

Daxj € 72, j = 1,2, er venstresiden altid et lige tal, altsd kan 13 snevres ned til 12. Ved
brug af algoritmen endnu engang med u = % vil vi fa den gyldige ulighed 2x1 + z2 < 6.

Vi vil nu vise en vigtig seetning, der illustrerer brugbarheden af Chvatal-Gomorys
algoritme: (23], p120f)

Saetning 2.20. Ved brug af Chvdtal-Gomorys algoritme et endeligt antal gange kan
enhver gyldig ulighed for X findes.

Vi viser saetningen for et (BIP) ved hjeelp af 5 trin.

Bevis. Lad P = {zx ¢ R" : Az <b,0 <z <1} # (0 og X = PNZ". Antag nu, at
mx < mg med m € Z™,my € Z er en gyldig ulighed for X.

i) Uligheden mx < mo+t, t € Z4 er en gyldig ulighed for P for passende valgt t.
Da vi har en gvre graense zpp for P, da P er begraenset, ssetter vi t = [zpp]| — mo.

ii) For passende valgt M € Z er uligheden

7Tl'§7T0+MZ$j+MZ(1—:L'j) (1)
j€No jEN

en gyldig ulighed for P for enhver partition (No, N1) af N = {1,2,...,n}.

Vi kan ngjes med at undersgge, om uligheden er gyldig for alle de kritiske punkter
x* 1 P og deler op i to tilfeelde.

Hvis z* € Z™, er per antagelse mz < mg opfyldt, og sa er (1) ogsa opfyldt.

Hvis * ¢ Z", ser vi pa > oy, @7 + 2 jen, (1 — 7). Da denne kun bestar af
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iii)

iv)

positive led (0 < 2* < 1), findes et o > 0, 88 > v, @5 + Djen, (1 — 2F) > o for
alle partitioner (Ng, N1) af N ={1,2,...,n}. Veelg nu M > é, sa fas, at

mo+ M| D 2+ > (1—a)) | >m+ Ma>m+t.
JENy JENT

Lad mx < mo+ 7+ 1 med 7 € Z4 vere en Chvdtal-Gomory-ulighed for X. Sa
geelder, at

mr<mo+T+ > zi+ » (1-w) (2)

JE€No JEN1

er en Chvdtal-Gomory-ulighed for X.
Vi anvender Chvatal-Gomory-algoritmen pa de to uligheder 7z < mo+7+1 og (1)
med u = (% L ) og z; fra ovenstaende. Vi starter med venstresiden og laver

Trin 1 og 2:

"M

mx(M — 1)+ mx
M

=Tx.

Hgjresiden bliver (Trin 1):

(w0 +7 + )M = 1) + 70+ M (Sjen, 75 + Tjew, (1 = 7))
M

B M(WO+T+1)—770—7—1+7TO+M<Zj€N0x;f+Zj€Nl(1—x;f)>
M
—7—1
=mot T4l doab+ Y (1-a)
j€No JEN

Vi udfgrer til sidst Trin 3 pa hgjresiden, idet vi bemaerker, at —1 < =17 L <0 for
passende valgt M er det eneste ikke-heltallige led:

mo+T+1-1+ Zx;—l— Z(l—ﬂ?;):ﬂ'o—FT—{—ZCL‘;—}— Z(l—x;‘)

JE€No JEN1 JE€No JEN:

Altsa er (2) en Chvétal-Gomory-ulighed for X.
Lad (Ty,T1) vere en partition af mengden {1,2,...,p— 1}. Huis
mx <m+ T+ Z xj+2(1—a:j) (3)
JE€TOoU{p} JjeT

0g
mr<mT+ Y zi+ Y. (1-a) (4)

J€To J€T1U{p}

er Chvdtal-Gomory-uligheder for X, sa er

rr<mo+T+ Y ai+ Y (1-z)) (5)

7€To j€T1
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ogsa en Chvdtal-Gomory-ulighed for X.
Vi anvender Chvétal-Gomory-algoritmen pa (3) og (4) med u = (%, %) Venstresi-
den giver trivielt mx efter udfert Trin 1. Vi regner derfor pa hgjresiden (Trin 1):

7T0+T+% mpt Y ity (I—m)+ > wj+(I—wz)+ ) (1)

Jj€TH JETY J€To J€T
1
_ . 1 — 1. -
7T0+T+Z$]+Z( )+ 5
J€Ty jeT1

Vi udfgrer til sidst Trin 3, dvs. runder udtrykket ned og far sa det gnskede resultat:

7rx§7r0+T+ij+Z(1—mj).

J€To JETY

v) Hvis mx < 7o+ 7 + 1 er en Chvdtal-Gomory-ulighed for X, sa er mx < mo+ 7 det
0gsa.
Vi anvender iv) successivt for p = n,n — 1,...,0 for alle partitioner (Tp,77) af
{1,2,...,p— 1} og finder, at 7z < my + 7.

Vi kan nu anvende v), idet vi starter med 7 = ¢ — 1 og lader denne aftage mod 0
(tr=t—1,...,0), hvorved vi far, at mx < 7y er en Chvatal-Gomory-ulighed.

Det er nu blevet vist, at enhver gyldig ulighed for X i 0-1-tilfeeldet kan findes ved
hjeelp af Chvatal-Gomorys algoritme.

O]

2.5 Cutting Plane-algoritmer

Vi har i det foregaende faet opstillet en metode til at finde gyldige uligheder for en
maengde X. Vi vil nu anvende disse uligheder i heltalsproblemer til at indsnzevre vores
formulering af problemet ved at tilfgje gyldige uligheder (constraints). Men hvorfor sa
ikke udelukkende lave preprocessing? Preprocessing gar ofte for hurtigt i sta, isser ved
stgrre problemer, hvor forholdene skal vaere vaesentlig mere gunstige for at kunne f.eks.
fixe en variabel.

Det store problem bliver hurtigt antallet af constraints, hvilket ggr problemet meget
stort, og det tager dermed lang tid at lgse. Problemet kan ogsa blive for stort til branch-
and-bound-software, og vi er derfor ikke interesserede i at finde mange uligheder, men
de bedste. Til dette formal anvendes sakaldte Cutting Plane-algoritmer, som vi vil gen-
nemga i det folgende. ([23], p123f)

Lad os antage, at vi har en familie F af gyldige uligheder 7z < g, (w,m) € F for
mangden X = P N7Z", og lad problemet (IP) vere givet ved max{c(z) : = € X}. Vi
far brug for felgende definition: ([23], p89)

Definition 2.21. FEt separationsproblem er defineret pa folgende made: Huvis x; ¢
conv(X), find da en ulighed geldende for alle punkter i X, der skerer x; vaek fra X.
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.5 Cutting Plane-algoritmer

Folgende algoritme er (i teorien) i stand til at finde de ”brugbare” gyldige uligheder i
F ([23], p1241);

Algoritme 2.22.
Initialisering: Fustsett =0 og Py = P.

Trin 1: Lgs det relazerede problem z* = max{c(z) : = € B}, og lad 2 vere den optimale
losning. Hvis xt € 7" stop; x; er en optimal lgsning til (IP). Ellers ga til Trin 2.

Trin 2: Hvis 2t ¢ 7, lgs da separationsproblemet for xt og familien af gyldige uligheder
F. Huvis der findes en ulighed (7', 7}) € F med w'x > g, der skerer z* veek fra X,
set da Py = Pin{x: wlaz <nwb} og sett =t+1. Findes en sidan ulighed ikke,
stoppes algoritmen.

Hvis algoritmen stopper uden at have fundet en heltalslgsning til (I P), er formulerin-
gen Py =P N{x: rlr < 7r6, i=1,...,t} en bedre formulering end P.

Gomory fandt en steerkt forbedret algoritme, der er knap sa regnetung. Ideen i al-
goritmen bygger pa Chvatal-Gomorys algoritme. Lad problemet (IP) veare givet ved
max{c(z): Ar =0, © € Zy}:

Algoritme 2.23.

Trin 1: Lgs det relaxerede problem til (IP) (f.eks. med simplex) og kald den optimale
lgsning x*.
Hvis x* € Z™, da er x* en optimal losning til (IP), og algoritmen stoppes.

Trin 2: Omskriv (IP) pa formen

maxr z = agg + E ap;x;

jEIB
xp, + g AyjTj = Guo, U= 1,...,m (%)
jelB
T € Z+

hvor agp er den relazerede verdi horende til x*, IB er mengden af ikke-basis-
variable, —ag; er reduced costs, altsa ap; > 0, og hvor ayg > 0 er vores right-hand-
stdes.

Trin 3: Dax* ¢ Z™, findes mindst én a,g ¢ 7. Velges denne rekke, og udfores Chudtal-
Gomorys algoritme pa den, fas uligheden

TR, + Y laujlzj < |aw] & Y (@uj — @uj))z; > Guo — [auo)-

jEIB jEIB

(ved at substituere xp, og indsette i (*) fas hgjresiden), eller skrevet kortere:
>jern fujti = fuo med fuj = au; — [Guj] 09 fuo = auo — auo]-
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2 HELTALSPROGRAMMERING 2.5 Cutting Plane-algoritmer

Trin 4: Lav den nye constraint

s=—fuw+ Y fujTj,
jeIB

med s € Z .

Vi bemeerker, at vi i Trin 3 rent faktisk finder en ulighed, der skeerer x* veek fra X,
og at Trin 4 er ngdvendigt for, at vores constraint passer ind i vores problem, der kun
bestar af ligheder. Vi far derved en ekstra (slack-)variabel.

Algoritmen kan anvendes flere gange i traek, og man vil derved tilnserme sig det kon-
vekse hylster.

Eksempel 2.24. Se pa heltalsproblemet

mazx z = 8x1 + Txa  (IP)

S.t.
Tr1 <6
1 + 6x2 > 10
Tx1 4+ 2x0 < 15

ZZIZ‘GZ+7 1= 1,2

1. Vi tilfajer slack- og surplusvariable, lgser det relaxerede problem og far den optimale
losning x* = (g, %,0,0, %) ¢ Zy.

2. Vi omskriver pa den gnskede form.:

mar z = % +%JJ3 —i—%m
x1 +%ZL‘3 = %
Ty —45T3 g - 2
*%563 *%954 +r5 = %

2 €%, i=1,2...5.

3. Da % ¢ 7., veelger vi at udfore trin 3 i Gomorys algoritme pa rekke 3:

20 1125 20
2173 T 3™ = 91 T2 T o
4. Dermed er
20 20 1
ST o1 Tyt T 3™

vores nye constraint.
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3 CP OG BENDERS DECOMPOSITION

3 CP og Benders Decomposition

Heltalsprogrammering, som det er blevet gennemgéet i foregaende afsnit, virker umid-
delbart som en farbar vej for at lgse praktiske problemer, og det er det i mange tilfeelde
ogsa. Der kan dog opsta situationer, hvor heltalsprogrammering ikke er effektiv nok til at
lgse problemerne, typisk hvor LP-relaxeringerne er svage. Blandt andet inden for sports
scheduling opstar denne situation. Her méa IP suppleres med andre metoder.

Vi vil i dette afsnit forst gennemga constraint programming (CP), der i samspil med
heltalsprogrammering kan lgse nogle af de mere komplicerede problemer. Vi skal ogsa
se pa Benders decomposition, der kan bruges som en metode til at generere uligheder
for at styrke LP-relaxeringen. Dette vil vi anvende som redskab i vores eksempel med
SAS-ligaen.

3.1 Constraint Programming

Som vi har set flere steder, kan heltalsproblemer ofte blive store (mange constraints og
variable). Constraint programming (CP) er en metode til at formulere problemer pa, sa
de dels fylder mindre, men primeert kan CP bruges til at generere logiske deduktioner,
der kan begrazense lgsningsmeengden. Dette ggres ved at tillade og anvende flere typer af
constraints fremfor udelukkende at bruge linesre uligheder, der anvendes i heltalspro-
grammering. Af de mere vaesentlige kan naevnes ([5], p5271f):

e Lineere constraints, sasom 3z — 2x9 > 4. Disse kender vi f.eks. fra heltalspro-
grammering.

o Adskillende constraints, som eksempelvis i (JSS), hvor opgave o;,; skal vaere af-
sluttet, for opgave o;,_,; kan starte.

o Relaterende constraints, som at der f.eks. skal udfgres mindst 3 opgaver pa en
bestemt maskine i et scheduleringsproblem.

e FEksplicitte constraints, som f.eks. at selvom z,y € R, sa skal (z,y) € Z2.
e Unere constraints, der er constraints pa enkelte variable, f.eks. —2 <z < 2.
e Logiske constraints, som f.cks. HVIS z; =2 OG 29 =3, SA er 23 = 7.

De umiddelbare fordele ved ovenstaende typer er det meget stgrre udvalg af logiske
og matematiske udsagn, f.eks. de gaengse HVIS og OG. Disse er implementeret i naesten
alle programmeringssprog, og udsagn kan dermed ofte skrives meget mere kompakt.

I dette afsnit vil vi se pa sakaldte constraint satisfaction problems (CSP), der kan
opstilles generelt pa folgende made ([1], p4f):

Et CSP er et problem af typen P = (X, D, C), hvor X = {x1,...,z,} er en endelig
mangde af variable, D = {Dy,,..., Dy, } er domenerne for de enkelte variable, og C er
meengden af constraints, der skal veere opfyldt. Dvs. ethvert element ¢ € C kan skrives
som en meengde: ¢ C Dy, x---x D, . Disse constraints behgver ikke ngdvendigvis udtale
sig om alle variable pa én gang. Problemet Igses ved at tildele hver variabel x; i X en
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3 CP OG BENDERS DECOMPOSITION 3.1 Constraint Programming

veerdi s, € Dy, © = 1,...,n, sa alle constraints er opfyldt. Maengden af alle lgsninger
til P skrives sol(P).

En af de generelle fremgangsmader til at lgse kombinatoriske problemer, som f.eks. in-
den for sports scheduling, er fglgende ide: opstil forst problemet pa formen P = (X, D, C)
og find derefter P’ = (X, D, C"), hvor sol(P') = sol(P). Vi udvider nu P’ til to nye pro-
blemer, hvor vi har tilfgjet en ny constraint ¢ til det ene og dens negation —c’ til det
andet, sa vi far problemerne P} = (X, D,C"U{'}) og P, = (X, D,C"U{~c'}). Til disse
problemer finder man igen nye constraints ¢’ og fortssetter saledes. Dette giver os et bi-
naert sggetre, hvor enderne (bladene) enten giver ingen lgsninger (et infeasible problem)
eller problemer, hvor D kun bestar af singletons, hvilket vil sige, at vi har fundet en
lgsning.

En anden metode er propagation-teknikker, der indskreenker domeenerne i P, sa vi
opnar et nyt problem P = (X, D', C), hvor der for hvert x € X gelder, at D!, C D,, og
sol(P) = sol(P").

Vi vil ikke ga neermere i detaljer med constraint programming her, men vil se pa tre
vigtige og meget brugte constraints inden for sports scheduling, der illustrerer forskellen
pa constraint og heltalsprogrammering, nemlig sequence, one-factor og all-different.

Forst ser vi pa sequence, der er pa formen

sequence(Min, Max, width, vars, values, card).

Variablene i vars kan antage veaerdier fra vektoren values, og det i'te element card[i]
i vektoren card angiver sa, hvor mange af variablene, der antager veerdien values[i].
Desuden skal der geelde, at for enhver sammenhsengende delsekvens af variable af laengde
width skal mindst Min og hgjst Max variable antage veerdien values[i]. ([1(], p6)

Eksempel 3.1. Vi ser pa folgende sequence-constraint:
sequence(1,2, 3, [x1,x2,...,212], [0, 1], 6, 6]).

Her skal der geelde, at halvdelen (6) af variablene x1,x2,...,x12 skal antage verdien 0
og resten (6) verdien 1. Desuden skal der gelde, at for enhver delsekvens af lengde 3,
skal mindst 1 og hgjst 2 af variablene x; antage verdien hhv. 0 eller 1.

Inden for kombinatoriske problemer ser man ofte problemerne som grafteoretiske pro-
blemer, hvor vores variable x; er knuder i en graf, og v; = j er en kant mellem knude 7
og j. Vi ser nu pa one-factor, som er pa formen

one-factor(xy,...,zn) = {(v1,...,0n) € Dgy X -+ X Dy |
Vi,j: vi#iN (v =7 v =1).}

Altsa danner vi par af knuder i vores graf. Vi vender tilbage til one-factor i afsnit 4.3,
hvor vi vil se naermere pa dens egenskaber inden for sports scheduling.

Den sidste constraint, vi skal se pa, skrives

all-different(z1,...,2,) = {(v1,...,0n) € Dyy X -++ X Dy |
VZ,],Z#] LU 7&1}]’}
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3 CP OG BENDERS DECOMPOSITION 3.1 Constraint Programming

og betyder i al sin enkelhed, at variablene x1, xs,. .., x, alle skal antage forskellige vaerdi-
er, altsa kan to kanter ikke ende i samme knude. Her skal det bemaerkes, at hver variabel
har sit eget domeene, den lever pa. Hvis man f.eks. opfatter x1, xo, ..., x, som opgaver,
der skal udfgres af n maskiner, der alle skal udfgre netop én opgave hver, sa vil f.eks.
x3 = 7 betyde, at opgave 3 skal lgses af maskine 7. ([1], p5)

Eksempel 3.2. Se igen pa eksemplet med (T'SP) fra for og constrainten
=1, o9 Y m;=14ij=1...,n
J i

Vi har nummereret byerne 1,...,n. Lad nu y; vere den by, som selgeren ankommer til
efter by nummer i. Da han skal ankomme til alle byer netop én gang, kan vi anvende
all-different (1,2, . . ., yn). For havde vi n? variable og 2n constraints, nu har vi én
constraint og n variable.

Vi vil nu vise en enkelt seetning om denne specielle all-different constraint ([7], p196f).
I beviset far vi brug for Dy, der er domaenet hgrende til variablen y; og maengden D(J),
hvor J er en delmaengde af variablene, og D(J) er foreningsmaengden af domgnerne
hgrende til variablene i J. Vi skal ogsa bruge et skema 7', der repraesenterer tildelingen
af veerdier til variablene. Sgjlerne i skemaet er de forskellige variable, og raekkerne er
elementerne i meengden (J,_, , D:.

Seetning 3.3. all-different (y1, yo, . . ., yn ) har en losning, hvis og kun hvis der for ethvert
ke {1,2,...,n} gelder, at storrelsen af domenet horende til enhver delmengde med k
variable, er mindst k.

Bevis. (=) Antag, at vi har en lgsning til all-different(y1, yo, ..., yn). Altsa vil hvert y;
have en bestemt vaerdi, forskellig fra y;, i # j. Sa vil der for enhver delmaengde J med
k variable gaelde, at |D(J)| > k.

(<) Antag, at der for ethvert k € {1,2,...,n} geelder, at storrelsen af domaenet
hgrende til enhver delmaengde med k variable er mindst k. Vi viser pastanden ved in-
duktion efter antallet af variable og bemeerker straks, at tilfeeldet & = 1 er trivielt. Altsa
kan induktionen starte. Antag nu, at pastanden gaelder for k — 1 variable. Vi vil vise ved
kontraposition, at pastanden sa ogsa galder for k variable.

Vi antager altsa, at der ikke eksisterer en lgsning til all-different(y1,y2, . .., yx). Da der
per induktionsantagelsen gaelder, at der findes en lgsning til all-different(y1, y2, - - ., Yk—1),
gaelder der for ethvert ¢ € Dy, at vi ikke kan tildele y; nogen veerdi, altsa sa y = i.

Vi opskriver skemaet T” for ethvert i € Dy, der fremkommer fra T ved at slette den
k’te sgjle og den i’te reekke. T har ingen lgsninger jeevnfgr kontrapositionsantagelsen,
dvs. |D(J;)| < |J;] i T. T kan ikke have en lgsning, da vi ved at fjerne rackke i og sgjle k
far trukket 1 fra pa venstresiden og hgjst 1 pa hgjresiden, derfor geelder uligheden stadig.

Per induktionsantagelsen findes der i 77 en delmeengde J; af {y1,42,...,yx—1} med
|D(J;)| < |J;|. Ved igen at ga fra T” til T, mens vi stadig ser pa J; C {y1,92,---,Yk—1},
vil vi fa, at |D(J;)] < |Ji|, altsa er i € D(J;), da vi ellers ingen lgsning ville have for
k — 1 variable (som induktionsantagelsen siger, der er).

Vi har, at |D(J;)| < |J;i| geelder for ethvert i € Dy, altsa vil den specielt ogsa gaelde

for U;ep, it
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3 CP OG BENDERS DECOMPOSITION 3.2 Benders Decomposition

U D(J;)| < U Jil .

1€ Dy 1€ Dy,

Men da i € D(J;) for ethvert ¢ € Dy, far vi, at

D, u U D(JZ) = U D(JZ) < U Jil < {yk}U U Jil .

1€Dy, 1€Dy, 1€ Dy, 1€ Dy,

Dermed geelder der for ethvert & € {1,2,...,n}, at stgrrelsen af domanet hgrende
til enhver delmeengde med k variable, er mindre end k, hvilket giver det gnskede, og
seetningen er bevist. O

Ovenstaende szetning er et vigtigt redskab til at reducere domaener for variable i con-
straint programming. Man finder forst alle delmaengder J af variable med |D(J)| < |J|.
Hvis |D(J)| < |J|, findes ingen tildeling. Ellers kan i udelades fra domeenet D;, hvis og
kun hvis i € D(J) for en delmeengde J af variable, hvorom der gelder, at |D(J)| = |J],

og y; ¢ J.

Vi har nu illustreret et par af forskellene ved constraint programming sammenlignet
med heltalsprogrammering. Generelt vil der i problemer skulle udfgres 3 trin:

1. at formulere en model for problemet (gerne sa kompakt som muligt) og bruger en
del forskellige constraints

2. effektivt at finde feasible lgsninger, der opfylder disse constraints, og

3. at finde den optimale lgsning blandt disse feasible lgsninger.

Som vi har vist i ovenstaende afsnit, er constraint programming typisk mere effektiv
i de forste punkter, sammenlignet med heltalsprogrammering, hvorimod den taber til
heltalsprogrammering i nummer 3. Det ville derfor vaere oplagt at anvende constraint
programming pa 1 og 2 og heltalsprogrammring pa 3, men dette er stadig et varmt
emne inden for forskningen. Problemerne ligger mestendels i at omskrive mellem de to
formuleringstyper, uden at problemet eksploderer i stgrrelse. Ovenstaende problemer
leegger grund for meget forskning i dag. ([5], p528ff)

3.2 Benders Decomposition

Nar vi senere skal schedulere SAS-ligaen, vil vi anvende dele af en teknik, der kaldes
Logic-based Benders decomposition. Denne teknik gar i hovedtraek ud pa at fastssette
visse variable i ens hovedproblem, hvorved der dannes et underproblem. Dette under-
problem lgses typisk indirekte via dets sakaldte inference dual, hvorved der genereres et
Benders cut, der er med til at udelukke en stor del af de mulige fastsaettelser af variable.
Dette fortseetter man med, indtil man ikke lsengere kan finde et bedre cut. Generelt kan
man sige, at metoden ”laerer af sine egne fejl”. Vi vil ikke ga i dybden med al teorien
omkring Benders decomposition men i stedet prgve at illustrere ideen og vise en central
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seetning, omhandlende hvorfor teknikken virker. ([6], p1ff)

Vi vil forst se pa det klassiske (linesere) tilfeelde for at illustrere metoden i kendte
termer. Vi ser pa et generelt linesert minimeringsproblem, hvor variablene er delt op i
to grupper, z € R™ og y € D, (vores hovedproblem). Vi fastseetter nu variablene i y til
veerdierne g, og opnar dermed et delproblem:

min z = cx + f(y)

s.t.
Az > a— g(y)
z > 0,

hvor f(y) og g(y) sa bliver konstanter. Det duale til dette problem bliver
max § = u(a —g(y)) + f()

s.t.
uAd < ¢
u > 0.

Her lader vi 8* veere den optimale veerdi af objektfunktionen og bemaerker, at da 7 ikke
indgar i begraensningerne, vil lgsningen til ovenstaende problem (u) altid vaere en feasible
Igsning til det oprindelige problem for enhver fastsaettelse g. Altsa vil vores delproblem
altid have en feasible lgsning, hvis vores hovedproblem har det.

Hvis @ er en brugbar (endelig) lgsning til det duale problem, giver dette os en brugbar
lgsning Z til det primale problem, ligesom vi far en graense pa dets objektfunktion, et
sakaldt Benders cut:

z > By(y) = ula —g(y)) + f(y), By(y) = 67,

som kan vises at veere gyldigt for alle y, da @ er uatheengig af vores valg af y. ([6], p40)

I det generelle logisk-baserede Benders decomposition, bliver tingene en smule ander-
ledes. Vi ser pa det generelle problem

min z = c¢(z,y) (6)
s.t.
(z,y) € S

re€D; , yeb,.

Her er S en begraenset maengde, f.eks. repraesenteret ved hjalp af en matrix, og D, og
D, er domaenerne til de to vektorer af variable, z og y. Maden, disse variable deles op
i, kan f.eks. veere en opdeling i binzre og heltalsvariable, eller hvad der nu matte vaere
passende. Vi laver nu vores delproblem ved ligesom i det klassiske tilfselde at fixere den
ene vektor med variable y til veerdierne § og far sa delproblemet

min z = c(x,y) (7)
s.t.
(z,y) € S
z € D,.
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Det antages her, at (7) er feasible, men (7) kan godt veere unbounded.
Vi veelger nu ikke at lgse dette problem direkte, men ser i stedet pa dets inference

dual:

max [ (8)
s.t.
(x,y) € S
c(z,y) = B
r € D,.

Ligesom i det klassiske tilfeelde vil vi forsgge at konstruere et Benders cut. Vi laver
cuttet z > Gy(y) med Fy(y) = 5%, hvor B* igen er veerdien af objektfunktionen i vores
inference dual. Der findes ikke en generel metode til at finde funktionen (y(y) for alle
slags problemer, men kernen i metoden er at finde den, sa den kan give os en nedre
greense for objektfunktionen i (6) uanset valget af y. Dette er altsa ikke nogen fast
greense, men en graense der er afhaengig af y, vi skal altsa finde et y, sa objektfunktionen
i (6) minimeres. Lgsningen til dette kalder vi 52, og ud fra denne veerdi ser vi igen pa (8)
og far genereret et nyt cut. Igen skal vi finde et y, der minimerer objektfunktionen i (6).
Problemet med at minimere objektfunktionen opstiller vi som et selvsteendigt problem,
hvor vi lgbende tilfgjer de cuts, der er blevet genereret:

min 2z (9)
s.t.
22> Bp(y) , k=1,...,n
y € Dy,
hvor 7',...,4" er de fastsatte veerdier af y fra iteration 1,...,n. Sa leenge (8) kan

producere et nyt cut, der forbedrer veerdien af vores master problem, fortssetter proce-
duren. ([6], p37f)

Ovenstaende kan nu samles i en algoritme: ([0], p38f)

Algoritme 3.4.

Valg y € Dy fra (6) og set Z = —o0 og k = 0.
Mens (8) har en feasible losning, der opfylder, at 3 > Z:
Dan ud fra 8 en funktion By(y) med By(y) = 5 og z > By(y).
Lad k =k +1, lad y* = § og tilfoj Benders cuttet z > Byr(y) til (9).

Hvis (9) er infeasible, STOP. Da er (6) ogsa infeasible.

Ellers lad y vere optimal losning til (9) med optimal verdi z.

(6) har optimal verdi z.
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Vi vil nu bevise de tilfzelde, hvor algoritmen stopper:

Saetning 3.5. Antag i hver iteration af Benders algoritme, at den begreensende funktion
By(y) opfylder folgende:

Enhver feasible losning (x,y) til (6) opfylder, at c(x,y) > By(y).

Sa gelder:

i) Hvis algoritmen stopper med (z,y) som endelig losning til (9), sa har (6) optimal
losning (z,y) med c(Z,y) = Z.

i1) Huvis algoritmen stopper med et infeasible masterproblem, sa er (6) infeasible.

i11) Hvis algoritmen stopper med et delproblem, hvor det duale (8) er infeasible, da er
(6) ubegrenset.

Beuvis.

i) Vilader 8* veere den sidst opnaede optimale lgsning til (8). Da (7) og (8) har samme
optimale lgsning, vil §* ogsa veere optimal for (7) med en tilhgrende optimal lgsning
Z. Enhver feasible lgsning til (6) med veerdien Z er optimal i (6), da Zz opfylder
c(z,y) > By(y). Da vi ikke kunne finde noget bedre y til vores masterproblem, har
vi en optimal lgsning til (6).

ii) Da der for alle Benders cuts gaelder, at enhver feasible lgsning (x,y) til (6) op-
fylder, at c(z,y) > By(y), vil et infeasible masterproblem (9) medfgre, at ogsa
hovedproblemet (6) bliver infeasible.

iii) Da (8) er infeasible, er der ikke nogen nedre greense for (7), og dermed har vi fundet
et tilfeelde, hvor der heller ikke er nogen nedre graense for (6), og den er dermed
ubegraenset.

O]

I stedet for at lave et masterproblem kan man i visse tilfaelde tilfgje sine cuts direkte i
hovedproblemet. Dette vil veere tilfaeldet i vores senere gennemgang af SAS-ligaen. Men
inden vi kommer sa langt, vil vi i neeste sektion gennemga noget generel teori inden for
sports scheduling.
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4 Sports Scheduling

Vi har i de foregaende afsnit faet opbygget en handfuld nyttige veerktgjer: kompleksi-
tetsanalyse, heltalsprogrammering, constraint programming og Benders decomposition.
Alle sammen veaerktgjer, som vi vil f& brug for i dette og det kommende afsnit om sports
scheduling og schedulering af SAS-ligaen.

Inden for sport har man (nsermest siden sportens oprindelse) haft brug for at kunne
lave en retfeerdig made at planlaegge turneringer pa. Nar man tidligere skulle planlaegge
en stgrre turnering, skete det typisk ved, at folk fra det respektive forbund satte sig
sammen pa et kontor og ved handkraft fiflede sig frem til en brugbar plan for turnerin-
gen. Men nu, hvor turneringerne er vokset i stgrrelse og opmeerksomhed, er kravene til
spilleplanen blevet drastisk forggede, blandt andet pa grund af kommercialiseringen af
sporten, og der er nu brug for hjalp fra computere og matematikere til at planleegge de
stgrre turneringer.

Dette gjorde, at sports scheduling for ca. 30 ar siden opstod som sit eget felt inden
for operationsanalyse, og i de senere ar er der lgbende blevet publiceret mere og mere
indenfor feltet. Som eksempler pa matematisk schedulerede ligaer kan naevnes de tyske,
pstrigske, hollandske og italienske fodboldraekker, en stor del amerikanske ligaer inden
for et veeld af sportsgrene og, sidst men ikke mindst, vores egen hjemlige SAS-liga. ([17],
plff)

4.1 Turneringer generelt

Vi vil gennem resten af opgaven fokusere pa en bestemt type turneringer: round robin-
turneringer. En round robin-turnering (RRT) er det, man pa godt dansk ville kalde en
”alle-mod-alle-turnering”, altsa hvor hvert deltagende hold skal spille mod alle de andre
hold. Antallet af gange, holdene skal mgde hinanden, kan variere, og man betegner sa
turneringerne double RRT (DRRT), hvor alle hold skal mgde hinanden to gange og sa
videre med triple og kvadriple RRT.

En RRT er generelt delt op i runder (eng.: slots), hvor holdene mgder hinanden, even-
tuelt ikke samme dag eller sted. Hvis der er et lige antal deltagende hold, n, spiller alle
hold i hver af de n— 1 runder. Ved et ulige antal hold, vil der vaere et oversiddende hold i
hver af de n runder. Man siger sa, at holdet har en bye i den pagaeldende runde. Hvis der
i en turnering spilles i flere runder end de minimum n hhv. n—1, kalder man turneringen
for en relaxzed turnering. Vi vil dog fremover fokusere pa de kompakte turneringer, hvor
ovenstaende ikke er tilfeeldet.

Hvem holdene skal mgde i de respektive runder kan opstilles i en sakaldt timetable
(TT), hvor reekkerne svarer til holdene, og sgjlerne svarer til de enkelte runder. ([17],

p2f)

Eksempel 4.1. Herunder ses et eksempel pa timetables for turneringer med hhv. 4 og
5 deltagende hold (B svarer til, at det pageldende hold har en bye):
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4 SPORTS SCHEDULING 4.1 Turneringer generelt

Hold und 1
Hold\ Runde | 1 2 3 \ Runde © 340
Hold 1 2 5 3 / B
Hold 1 2 3 /
Hold 2 1 3 B 5 J
Hold 2 1 4 3
Hold 3 / 2 1 B 5
Holds |4 1 2
Hold 4 [ Hold / 3 B 5 1 2
Hold5 |B 1 4 2 3
(a) (b)

I de fleste turneringer spilles der pa et af holdenes hjemmebane. Dette hold har sa en
hjemmekamp (H), og modstanderholdet har en udekamp (A). I en DRRT spiller hvert
hold en gang hjemme og en gang ude mod hvert andet hold. Ligesom man kan kon-
struere en timetable, kan man ogsa konstruere et sakaldt home away pattern (hjemme-
/udebanemgnster) for hvert hold, der angiver, om holdet spiller ude eller hjemme i de
forskellige runder. Maengden af home away patterns for alle hold i en turnering kaldes
sa et home away pattern set (HAP) eller bare pattern set. ([17], p3)

Eksempel 4.2. Vi konstruerer nu mulige HAP for de to TT fra Eksempel 4.1:

Hold \ Runde | 1 2 & 5
Hold \ Runde | 1 2 8 \ 4

Hold 1 H A H A B

Hold 1 H A A
Hold 2 A H B A H

Hold 2 A H H
Hold 3 H A A B H

Hold 3 H H A
Hold A A H Hold 4 A B H H A
Hold 5 B H A H A

(a) (b)

Man erstatter ofte H og A med 0 og 1 for bedre at kunne regne pa udtrykket matema-
tisk. Nar man skal lave HAP for en turnering, vil man selvfglgelig gerne have, at hvert
hold sa vidt muligt far lige mange hjemme- og udekampe (af hensyn til fans, billetind-
teegter og lignende). I en single RRT (SRRT) med et lige antal hold vil holdene ikke fa
lige mange ude- og hjemmebanekampe. Et HAP kan godt veere infeasible, f.eks. hvis for
mange kampe er tvunget til at blive spillet i for fa runder:

Eksempel 4.3. Nedenstaende HAP er infeasible, da hold 2,3 og 4 (eller 1,5 og 6) ikke
kan mgde hinanden i de sidste 3 runder, og er derfor ngdt til at spille deres 3 indbyrdes
kampe i runde 1 og 2, hvilket selvfolgelig er umuligt.

Hold\ Runde | 1 2 8 4 &5
Hold 1 H A A H A
Hold 2 A H H A H
Hold 3 H A H A H
Hold / A H H A H
Hold 5 H A A H A
Hold 6 A H A H A

Generelt geelder der folgende to ngdvendige betingelser for, at et HAP er feasible: ([9],
p81)

1. T hver runde skal der spilles lige mange hjemme- og udebanekampe.
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4 SPORTS SCHEDULING 4.2 Teoretisk minimering af breaks

2. Alle holdenes hjemme-/udebanemgnstre er forskellige.

Disse er selvfglgelig ikke tilstrackkelige, da f.eks. Eksempel 4.3 opfylder betingelserne
men er infeasible. To mgnstre siges at veere komplementere, hvis der i hver runde r
geelder, at begge mgnstre har forskellig type kamp. Et eksempel pa dette kan ses i
Eksempel 4.2 (a), hvor hold 1 og 2 (3 og 4) har komplementaere mgnstre.

En anden veaesentlig detalje er antallet af sakaldte breaks, der opstar, nar et hold har
to ude- eller hjemmekampe i track. Eksempelvis har hold 3 i Eksempel 4.2 (b) et break i
runde 2-3. For at ggre turneringen mest retfeerdig prgver man at tilstraebe, at alle hold
har det samme antal breaks. Minimering af breaks er en af de stgrste udfordringer i
sports scheduling og er det emne, der vil blive lagt mest vaegt pa fremover i opgaven.’

En schedule (spilleplan) for en turnering fremkommer nu ved at kombinere dens TT
med dens HAP. T en DRRT kan man med fordel ”spejle”en SRRT, sa alle hold far lige
mange ude- og hjemmebanekampe. En sadan turnering kaldes en mirrored DRRT, og
dens spilleplan fremkommer ved at gentage timetablen for den enkelte SRRT og i sidste
halvdel derefter at ombytte HAP, dvs. A bliver til H og omvendt. ([17], p3f)

Eksempel 4.4. Vi laver nu spilleplanen for en mirrored DRRT (med TT og HAP fra
Eksempel 4.1 og /.2). I skemaet betyder + hjemmebanekamp, - udebanekamp og under-
stregning break:

Hold \ Runde | 1 2 8 5 6 7 & 9 10
Hold 1 2 5 43 -4 B -2 45 -3 +{ B
Hold 2 -1 +8 B -5 +4 +1 -3 B +5 -4
Hold 3 +4 -2 -1 B +5 -4 +2 +1 B -5
Hold 4 3 B 45 41 -2 +3 B 5 -1 +2
Hold 5 B +1 -4 +2 -3 B -1 +4 -2 +3

Nar man schedulerer i praksis, vil det ofte veere en fordel at vente med at fastsaet-
te holdene fgr til sidst; man anvender derfor begrebet pladsholdere til at repraesentere
holdene undervejs i processen.

4.2 Teoretisk minimering af breaks

Vi tager nu fat pa et af de mere interessante aspekter af sports scheduling, nemlig
minimering af breaks. Dette er en vaesentlig faktor i konstruktionen af enhver spilleplan,
da klubberne f.eks. vil tilfredsstille deres fans bedre med lgbende hjemmebanekampe
gennem sasonen og fa en stabil indtjening til klubben pa billetindtaegter. Derudover er
der det rent sportslige aspekt i, at hold generelt er staerkere hjemme end ude. Alt dette
forer til, at en turnering med mindst muligt antal breaks vil vaere at foretraekke.

I dette afsnit vil vi se pa de mere teoretiske resultater for antallet af breaks og en
konstruktionsmetode til at lave en turnering med et minimalt antal breaks.

4Et andet meget undersggt emne er det sakaldte Travelling Tournament Problem (TTP), hvor man
(primeert) i amerikanske ligaer har store rejseomkostninger, og det derfor ofte kan veere en fordel med
to ude- eller hjemmebanekampe i traek. Her er det primere ikke lzengere at minimere breaks, men
faktisk at tilstreebe enkelte breaks (se f.eks. i [1]). Saddanne overvejelser er ikke relevante for f.eks.
SAS-ligaen, da holdene rejser hjem efter hver kamp.
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4 SPORTS SCHEDULING 4.2 Teoretisk minimering af breaks

Vi ser nu pa en kompakt SRRT med et lige antal hold, n (resultaterne kan nemt
udvides til et ulige antal hold ved at tilfgje et ”dummyhold”). Vi minder om, at en
komplet graf, K,, er en graf, hvor alle knuder er indbyrdes forbundet med en kant. Vi
lader nu knuderne vaere holdene i turneringen og kanterne veere kampene mellem de
forbundne knuder (hold). Her udelukker vi altsa kanter der gar fra en knude til sig selv.
En 1-faktor F; af en komplet graf K, = (V,E) er en delgraf af K,,, hvor alle knuder
har valens 1. Hvis foreningen af n — 1 indbyrdes disjunkte 1-faktorer F' = (Fy,..., F,_1)
giver K,,, kaldes F' sa en I-faktorisering af K,. En sadan 1-faktorisering svarer til en
opdeling af kampene i de n — 1 runder. Orienterer vi nu kanterne i hver 1-faktor, svarer
det til, at vi veelger et HAP for turneringen. Vi taler da om en orienteret I-faktorisering
F = (ﬁl, e ,ﬁn,l) (svarende til en n — 1-farvning af K,,), der sa vil repreesentere
spilleplanen for en SRRT. ([17], p6)

Eksempel 4.5. Nedenfor ses en orienteret 1-faktorisering af Kg og den dertil hgrende
spilleplan for en SRRT med n = 8. Knuderne navngives startende ved knude 1 som
verende den venstre i gverste rakke og derefter nummereret efter urets retning (negativ
omlobsretning):

Fl F2 F3 F4

Fy Fy F
Hold \ Runde | 1 2 8 5 6 7
Hold 1 8 +3 5 +7 -2 +{ 6
Hold 2 -7 48 +4 6 +1 -3 45
Hold 3 +6 -1 -8 +5 -7 +2 -4
Hold 4 -5 +7 -2 +8 +6 -1 +3
Hold 5 +4 -6 +1 -8 -85 +7 -2
Hold 6 3 45 T 42 - 48 +1
Hold 7 +2 -4 +6 -1 +38 -5 -8
Hold § +1 -2 +3 -4 +5 -6 +7

Det bemerkes, at der er 6 breaks i spilleplanen, hvor alle hold paner 1 og 8 har netop
ét break (understreget).

Der gaelder fplgende interessante resultat om antallet af breaks: ([22], p382f)

Proposition 4.6. I en SRRT med n (lige) antal hold er der mindst n — 2 breaks.
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Bevis. Antag, at der er feerre end n — 2 breaks i en spilleplan, dvs. der er mindst 3 hold,
der ikke har breaks. Der findes generelt kun to slags mgnstre uden breaks: H, A, H, ..., H
og A,H, A, ... A, altsa ma mindst to af disse hold have hjemme-/udebanemgnstre, der er
ens. Disse to hold kan ikke m@de hinanden i turneringen, derfor er der ingen kant mellem
dem i K, der derfor ikke kan veere komplet, og den gnskede modstrid er opnaet. ]

Til at konstruere spilleplaner, kan man bruge fglgende definition: ([17], p7)

Definition 4.7. Den kanoniske 1-faktorisering opfylder folgende (for n lige):
Fori=1,...,n—1 gelder, at

B:{(n,i)}u{(i+k,i—l<:)]k:1,...,%—1},

hvor i+ k og i — k er tallene fra 1,...,n —1 (mod n —1).

Spilleplanen fra Eksempel 4.5 er konstruereret under brug af den kanoniske 1-faktorise-
ring (hvis man ser bort fra orienteringen).

Vi gnsker at vise, at man kan lave en spilleplan med n—2 breaks ud fra den kanoniske 1-
faktorisering. Til hvert hold p i turneringen, der svarer til vores kanoniske 1-faktorisering,
tildeler vi en kampplan K (p), altsa raekkefolgen af de kampe, holdet skal spille. For eksem-
pel er hold 3’s kampplan i Eksempel 4.5: K(3) = ((3,6), (1, 3), (8,3), (5,3),(7,3), (2, 3),
(3,4)) (hvis man i eksemplet ser bort fra orienteringen).

Generelt er K(n) = ((n,1),(n,2),...,(n,n —1)).

For p = 1 har vi, at kampplanen starter med (n,1) (som vi kalder Del I), derefter
kommer der § — 1 kampe, hvori —k=1,7i=2,3,...,5 og k=1,2,...,5 — 1 (Del II).
Del III bestar af § —1 kanter, hvor i +k =1 (mod n—1) med i = §+1,5+2,...,n—1
oghk=5—-1,5—-2,...,2.

For 2 <p <mn—1 er vi ngdt til at dele op i to tilfeelde:

2 <p < 5: I denne kampplan bestar Del I af p — 1 kanter, hvor i + k = p, Del II bestar
af (n,p), Del III bestar af § — 1 kanter, hvor i — k = p, og til sidst Del IV, der bestar af
5 — p kanter, hvor i + k = p (mod n — 1). Det bemzerkes, at der ikke er nogen Del IV
forp=75,da g —p=0.

5 +1<p<n—1:1denne kampplan bestar Del I af p — 5 kanter med i —k =p

(mod n — 1), Del II bestar af § — 1 kanter med i 4k = p, Del III bestar af (n, p), og Del
IV bestar endelig af n — 1 — p kanter, hvor i — k = p. Vi bemaerker igen, at for p=n—1
indeholder Del IV ingen kanter. ([22], p383f)
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Disse overgange mellem de forskellige dele af kampplanerne kan overskueligggres i
fglgende skema:

n,1) | (i+kyi—k=1)

; n
1=2,...,5

Ka):[(

For 2 < p < § far vi fglgende kampplan:

(i+k=1,i—k)
i=241,... n+1

itk=pi—k
K@>:[%:1n?p—3

For 5§ +1 <p <n—1 far vi fglgende kampplan:

(i+k,i—k=p)
t=p+1,...,n—1

(i+k,i—k=p)
i=p+1,....,5+p—1

(n,p) (i+k=npi—k) ]

i=5+p,...,n—1

(i+k,i—k=p)
i=1,...,p—7%

(i+k=pi—k)
i=p—g5+1,...,p—1
Skema 1

(n,p)

k) = |

Seetning 4.8. For en turnering med n (lige) hold findes der et HAP med netop n — 2
breaks.

Bewvis. Vi lader en orienteret kanonisk 1-faktorisering svare til vores turnering. Oriente-
ringen foregar som folger:

(a) Kanten (n, i) orienteres fra i til n, hvis ¢ er ulige og fra n til i, hvis 7 er lige.

(b) Kanten (i + k,i — k) orienteres fra i + k til ¢ — k, hvis k er ulige og fra i — k til
1+ k, hvis k er lige.

Vi bemeerker forst, at hold n jfr. (a) ingen breaks har. Desuden bemeerker vi ved at se
pa K(p) og (b), at der ikke kan forekomme nogen breaks indenfor de enkelte dele. Dette
fglger let ved at se, at nar ¢ vokser i udtrykket ¢ — k = p, er k ngdt til at falde, altsa
skifter £ mellem at veere lige og ulige. Tilsvarende for i 4+ k& = p. Altsa kan der kun opsta
breaks ved en overgang fra en del til en anden.

Vi ser nu pa overgangene imellem de forskellige dele for ethvert p, 1 < p < n — 1. Der
er 3 typer af dele (hvis vi ser bort fra orienteringen): (i+k,i—k = p), (i+k =p,i—k) og
(n,p). Vi ser forst pa overgange mellem de to forste. Da i vokser, er det sidste (storste)
k, for hvilket i — k = p, k = § — 1. Altsa er vores sidste i givet ved i = 5 +p — 1, og
dermed er vores forste i, hvor i +k = p (mod n—1), givet ved i = §+p. Da §+p+k =p
(mod n—1), far vi, at k = § —1. Da vi har samme k, medfgrer (b), at de vil have modsat
orientering. Specielt kan hold 1 ikke have noget break mellem Del II og Del III. Men da
den sidste (og eneste) kant i Del I for hold 1 er kanten (1,n) (jfr. (a)), mens den forste
kant i Del II er kanten (3,1) (jfr. (b)), kan der heller ikke opsta et break her. Altsa har
hold 1 og hold n ingen breaks.

Vi mangler nu at se pa overgangene fra type (i + k = p,i — k) til (n,p) og type (n,p)
til (i + k,i — k = p). Typen (i + k = p,i — k) slutter med kanten (p,p — 2), da i vokser,
er det sidste (mindste) k, for hvilket i + k = p, k = 1. Tilsvarende ses det, at k = 1
for typen (i + k,7 — k = p), der dermed starter med kanten (p + 2,p). Hvis p er ulige,
er typen (n,p) orienteret som (p,n), og modsat hvis p er lige. Dermed vil der vare et
break enten mellem (p,p — 2) og (p,n) eller mellem (n,p) og (p + 2, p). Altsa har hvert
af de n — 2 hold, hvor 2 < p < n — 1, netop ét break, og turneringen har samlet n — 2
breaks. O
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Grunden til, at vi fik netop 6 breaks i vores spilleplan fra Eksempel 4.5 var, at vi
havde anvendt den kanoniske 1-faktorisering med orientering til at lave den pagaeldende
spilleplan.

Bemszrkning 4.9. Vi bemerker, at der i en turnering med n — 2 breaks (n lige), i
hver runde vil vere enten ingen eller netop 2 breaks. Huvis det antages, at der kun er ét
break i en bestemt runde, vil der veere et forskelligt antal H’er og A’er i den pageldende
runde. Altsa er et andet hold ogsa ngdt til at have et break, da turneringen ellers ville
veere infeasible. Grunden til, at der ikke kan vere over 2 breaks i en runde, er, at to af
holdene med breaks ikke vil have mulighed for at mgde hinanden i turneringen, da hvert
hold hgjst har ét break.

For turneringer med et ulige antal hold, fglger det neesten direkte af ovenstaende
seetning, at vi ikke far nogen breaks:

Korollar 4.10. For en turnering med n (ulige) hold findes der et HAP uden breaks.

Bewis. Vistarter med en turnering med n+1 hold og lader hold n+1 vaere et dummyhold.
De steder, hvor hold ¢ mgder dette dummyhold, seetter vi en bye. Da holdenes breaks
opstod netop ved overgangen til vores dummyhold (jfr. beviset for Seetning 4.8), hvor
der nu er en bye, vil der ikke laengere vaere nogen breaks. O

Lignende resultater kan ogsa opstilles for mirrored DRRT. ([22], p387f) Vi indfgrer
fglgende notation: lad som seedvanlig K, veere den komplette orienterede graf med n
(lige) knuder og lad nu G,, vaere K, men med orienteringer begge veje pa alle kanter,
og sa Hy = (I:_il, - ﬁn_l) og Hy = (ﬁn, . ,ﬁgn_g) er orienterede 1-faktoriseringer af
K,,. Dette svarer til, at H; er forste halvdel af spilleplanen, og Hs er anden halvdel.

Proposition 4.11. En mirrored DRRT med n (lige) antal hold har mindst 3n—6 breaks.

Bevis. Da H; og Hso er orienterede 1-faktoriseringer af K, vil de begge have mindst
n — 2 breaks. Hvert hold i H; og Hs, paner to, vil have mindst ét break. Da der er
et ulige antal runder, vil holdene med ét break fa yderligere et break ved overgangen
fra Hy til Ho, altsa ekstra n — 2 breaks. I alt far vores mirrored DRRT dermed 3n — 6
breaks. O

Det er dog muligt at lave en ikke-mirrored DRRT med feerre end 3n — 6 breaks, f.eks.
ved at ”spejle” bade timetable og HAP fra den fgrste halvdel. Dette vil give 2n — 4
breaks, dog vil holdene skulle mgde hinanden to gange i treek ved overgangen fra forste
til anden halvdel.

Problemet med Proposition 4.11 er, at der er mulighed for at ramme to pa hinanden
folgende breaks (hvilket sker, nar der ligger et break lige op til overgangen mellem de
to halvdele), hvilket ikke er gnskvaerdigt. Folgende szetning tager sig af dette tilfeelde:
([22], p388ff)

Seetning 4.12. Der findes en mirrored DRRT med n (lige) antal hold og netop 3n — 6
breaks, og hvis n # 4, er der ikke to pa hinanden folgende breaks.
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For n = 2 er der selvfalgelig ingen breaks. For n = 4 vil der veere mindst 2 breaks.
Hvis et hold har 2 breaks, méa disse ngdvendigvis veere sammenheengende. Antager vi
derfor, at hvert hold har hgjst 1 break, vil dette ligge i runde 2 eller 3. Ligger det i runde
2, vil der komme tilsvarende breaks i runde 4 og 5 (som dermed er sammenhaengende),
og ligger det i runde 3, vil der komme tilsvarende breaks i runde 4 og 6 (og dermed er
der breaks i bade runde 3 og 4). Ssetningen geelder altsa ikke for n = 4.

Bewvis. Vi vil konstruere en metode til at lave en spilleplan med 3n — 6 breaks og uden
sammenhaengende breaks ved at omforme den orienterede kanoniske 1-faktorisering. Vi
genbruger (b) fra Seetning 4.8 og laver (a) om til (a’):

(a’) Kanten (n,i) orienteres fra ¢ til n, hvis ¢ < n — 5 er ulige, eller hvis i = n — 2 og
fra n til ¢ ellers.

Ved denne @ndring af orienteringsprocessen bemserker vi, at orienteringen for kanterne
an—3,0, Gn—2,0 0 an—1,0 (de sidste 3 runder for hold n) vendes om. De fgrste n — 4 hold
forbliver altsa usendrede, og deres breaks vil stadig forekomme i runderne 3 < i <n —3.
Venstresiden ses ved, at kun hold 1 og 2 har en typeovergang i runde 2. Hold 1 har ingen
breaks overhovedet, og hold 2 har en typeovergang fra (2,n— 1) til (n,2) i runde 2, altsa
ingen breaks i runde 2. Hgjresiden fglger af, at der i de sidste 2 runder kun er mulighed
for breaks ved hold n, n — 1, n — 2 og n — 3.

Hold n har nu et break i runde n — 3 (hvor fgrste orienteringsvending foregar). Vi
konstruerer nu et skema (Skema 2), der illustrerer sendringerne efter orienteringsvendin-
gerne. () er lavet ud fra den kanoniske 1-faktorisering samt med (a) og (b) fra Ssetning
4.8, og (B) er lavet ud fra (a’) og (b):

‘(n,n—4)‘(n—3,n 5) : ‘(n,n—4)‘(n—3,n—5)
Fos| (n=3n)|(n—2n-—4) F o (n,n—=3)| (n—2,n—4)
Foo| (n,n—-2)| (n—1,n-—3) F ol (n=2,n)| (n—1,n-23)
Fo,1| (n—1,n) (I,n —2) F | (nn-1) (I,n —2)

Skema 2

Vi ser i skemaet, at hold n — 1 ikke lezengere har noget break. Vi ser ogsa, at hold n — 3’s
break har flyttet sig fra runde n — 3 til runde n — 2, ligesom hold n — 2 har faet flytte
sit break fra runde n — 1 til n — 2. Antallet af breaks i H; er derfor stadig n — 2. Da der
nu ikke leengere er nogen breaks i runde n — 1, er det gnskede vist, og vi har, at vores
mirrored DRRT har 3n — 6 breaks, hvoraf ingen er sammenhangende. O

Eksempel 4.13. Vi illustrerer Setning /.12 ved at anvende (a’) pa Eksempel 4.5 (@n-
dringer med fed skrift). Det ses af skemaet, at der ingen breaks er i runde 7, derfor vil
der ikke komme nogen sammenhaengende breaks, hvis turneringen spejles til en mirrored
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DRRT:
Hold \ Runde | 1 2 8 5 6 7
Hold 1 8 +8 -5 +T -2 +4 -0
Hold 2 -7 48 +4 6 +1 -8 4+
Hold 3 +6 -1 -8 +5 -7 +2 -4
Hold 4 547 2 -8 46 -1 +3
Hold 5 +4 -6 +1 -3 +8 +7 -2
Hold 6 -8 +5 T +2 -4 -8 +1
Hold 7 +2 -4 +6 -1 +3 -5 +8
Hold & +1 -2 +3 +4 -5 46 -7

4.3 Constrained Minimum Break-problemet

Fremover i opgaven vil vi kun se pa turneringer med et lige antal hold.

Resultaterne fra foregaende afsnit er knap sa anvendelige i praksis, da der i de fleste
tilfzelde vil veere et hav af ekstra betingelser (constraints), der skal veere opfyldt for
forskellige turneringer. Det er ligeledes sveert at opstille generelle resultater, da disse be-
tingelser varierer fra turnering til turnering. I dette afsnit vil vi kort se pa de forskellige
constraints og kompleksiteten af at schedulere turneringer.

De forskellige constraints kan groft set opdeles i folgende grupper: ([17], p4f)

Placeringsbetingelser: Constraints, der sikrer, at holdet spille ude eller hjemme i en
bestemt runde. Dette kan typisk opsta, hvis en bestemt ”bane” ikke er tilgeengelig
i en bestemt runde.

Top- og bundholdsbetingelser: Constraints, der tager hensyn til steerke hhv. svage hold
i turneringen. Eksempelvis at alle hold gerne vil have en hjemmekamp mod et af
topholdene i hver halvdel af turneringen.

Break constraints: Constraints, der sikrer, at der ikke er breaks i bestemte runder,
typisk i runde 2 og i sidste runde.

Kampbegraensninger: Constraints, der sikrer, at bestemte kampe kommer til at ligge
i bestemte runder. F.eks. vil fjernsynskanaler ofte gerne sikre sig, at to tophold
mgdes pa et bestemt tidspunkt.

Fallesbanebetingelser: Constraints, der sikrer, at hvis to hold har samme hjemmebane,
spiller de ikke begge pa hjemmebane i samme runde. Sadanne constraints er knap
sa vaesentlige for holdene i den nuvaerende SAS-liga, da alle hold har hver deres
hjemmebane.

Geografiske betingelser: Her sikres det, at ikke alt for mange kampe foregar inden for
kort tid i samme geografiske region. Eksempelvis 1a Arhus Fremad og AGF begge
i Superligaen for noget tid siden (i dag ligger ingen af dem der...).

Pattern-betingelser: Constraints, der sikrer, at nogle bestemte egenskaber ved HAP er
opfyldt, f.eks. at der ikke er to pa hinanden fglgende breaks.
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Separationsbetingelser: Her angives det f.eks., hvor mange runder der skal ga, for to
hold ma mgde hinanden igen. Eksempelvis i en mirrored turnering vil der veere
n — 2 runder, for holdene mgdes igen.

Holdbetingelser: Constraints, der f.eks. sikrer, at nogle bestemte hold har flere hjem-
mebanekampe end andre grundet deres placering i de foregaende saesoner.

Disse constraints prioriteres normalt efter, hvor vigtige de er for en given turnering.
Der skelnes typisk mellem ”blgde” og "harde” constraints, hvor harde constraints skal
veere opfyldt og sa mange som muligt af de blgde skal veere opfyldt. Hvis ikke de harde
constraints er opfyldt, anses HAP for veerende infeasible.

Et sports scheduling-problem kan generelt deles op i trin, hvor reekkefglgen, de skal
udfgres i, varierer efter problemet: ([17], p9f)

Trin 1: Generér patterns.

Trin 2: Find et HAP for pladsholdere.
Trin 3: Find en TT for pladsholdere.
Trin 4: Tildel hold til pladsholdere.

Op gennem tiden har der veeret forskellige tiltag til at lgse ovenstaende trin. Schreuder
([19]) var en af de forste, der lgste praktiske problemer mht. sports scheduling ved hjalp
af teorien. Han schedulerede 1989/1990-saesonen af den hollandske fodboldraekke som en
mirrored DRRT i 2 faser: forst genererede han patterns og lavede en spilleplan ved hjzelp
af den kanoniske 1-faktorisering (trin 1, 2 og 3). I fase 2 tildelte han hold til pladsholderne
(trin 4).

For 1997/1998-szesonen schedulerede Nemhauser og Trick ([12]) en amerikansk basket-
ballturnering for Atlantic Coast Conference med 9 hold ved at fglge trinene slavisk og
anvende heltalsprogrammering som hjeaelp til trin 2 og 3. Efter denne artikel begyndte
flere at se pa mulighederne for at bruge constraint programmering i stedet for heltalspro-
grammering, heriblandt Régin ([18]). Generelt diskuteres det, hvorvidt man med fordel
kan udfgre trin 3 og 4 fgr 1 og 2 eller omvendt. Régin er pa den fgrste vogn. Han ser pa
et generelt problem, der i dag gar under navnet Break Minimization-problemet:

Definition 4.14. Givet en TT, da bestar Break Minimization-problemet i at finde et
pattern set, som minimerer antallet af breaks.

Diskussionen om, hvilke trin, der skal udferes forst, fortseetter, da Trick argumenterer
for, at reekkefplgen afheenger af, hvilke constraints der er de veesentligste. Trick ([21])
kombinerer derefter IP og CP til lgsning af de forskellige trin.

Elf m.fl. ([2]) lgser Break Minimization-problemet ved at omforme det til et grafte-
oretisk problem. I stedet for at minimere antallet af breaks direkte kan man i stedet
maksimere stgrrelsen af et sakaldt cut i en ikke-orienteret graf, der svarer til vores TT
ved at lave snedige veegtninger pa kanterne. Til sidst i deres artikel opstilles en raekke
formodninger angaende kompleksiteten af at finde brugbare HAP for givne TT, der sene-
re lgses af Miyashiro/Matsui og Post/Woeginger. Vi gengiver her nogle af resultaterne:

([11], p5if)
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Saetning 4.15. Fglgende problem P kan lgses i polynomiel tid:

For en givet T'T med n hold, find et tilhgrende HAP med hgjst n—2 breaks og returner
infesible, hvis et sadant HAP ikke eksisterer.

Vi gnsker at bevise s@etningen ved at reducere problemet til n instanser af det sakaldte
2SAT-problem:

Definition 4.16. k-SAT-problemet
Givet n 0-1-variable (Boolske variable) x1, 2, ..., x, og m klausuler C1,Ca,...,Cy,, alle
bestaende af op til k enten Boolske variable x; eller deres negation —x;.

Find en 0-1-tildeling of variablene x1, o, ..., %y, sa alle klausuler er opfyldt, hvis en
sadan findes; ellers angiv at ingen findes.

Det interessante ved 2SAT-problemet er, at det er lgseligt inden for polynomiel tid.
Kan vi reducere problemet i seetningen til et 2SAT-problem, ma dette ogsa veere lgseligt
inden for polynomiel tid, jfr. Proposition 1.4, 7).

Bevis. Lad N ={1,2,...,n} veere maengden af deltagende hold og R = {1,2,...,n—1}
veaere meengden af runder. Se pa problemet Py:

Givet et TT for en turnering med n hold, find da (om muligt) et U, der tilfredsstiller
folgende betingelser:

1. U er et HAP for TT
2. Spilleplanen har n — 2 breaks
3. Det k’te holds spilleplan er (H, A, H, A,...,H)

Ifglge Seetning 4.8 er problemet P feasible, hvis og kun hvis et af problemerne P,
k =1,...,n er feasible. Vi indfgrer notationen r;;, « # j for den runde, hvor hold ¢ skal
mgde hold j, dvs. r;; = rj;. Vi opretter nu et midlertidigt HAP, U* = (uf’r), hvor uﬁr
angiver, om hold ¢ spiller ude eller hjemme i runde 7.

Vi bemseerker nu, at ifslge betingelse 3 fra P er hold k’s hjemme-udebanemgnster
fastlagt. Dermed er hold i € N\{k} ogsa fastlagt i runderne ry;.
Vi veelger UF sa den opfylder fplgende betingelser:

1. Den k’te raekke (hold) i U* er (H, A, H, A,..., H)

2. Der geelder for alle i € N\{k}, at hvis r4; er lige, opfylder den i'te rackke i U*, at
(uﬁrki,uf’mﬂ, e ,uﬁn_l,uﬁl, . ,uﬁm_l,) =(H,AHA,...,H).

3. Der geelder for alle i € N\{k}, at hvis ry; er ulige, opfylder den i’te rackke i U*, at
(uk uf ...,uﬁn_l,uﬁl,...,uk )z(A,H,A,H...,A).

4Tk TR+ 10 B — 10
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Viindferer de Boolske variable z; ., (i,r) € N\{k}x R og antager nu, at Py, har en lgsning
U*. U* angiver vi som en sandt/falsk-tildeling (T/F) 7, € {T, F}, (i,r) € N\{k} x R
pa fglgende made:

* {T7 u;r = u?,r

b F, u;‘k,r 7& uﬁr
Med denne definition vil sandt/falsk-tildeling opfylde folgende:

1. For alle hold i € N\{k} geelder (jfr. betingelse 3 i P}, og betingelse 1 i U*), at T
er sand.

X

2. For alle par i,j € N\{k} med i # j geelder, da U* er en lgsning til vores TT, at

k k * ok k _ .k * *
[uiﬁij Wjriy = iy = xjﬂ‘ij} ) |:uia7'ij = Uiy = Ty 7 Ljrij

I det andet tilfselde bemaerker vi, at det ikke er en mulig lgsning, hvis to hold skal
mgde hinanden i samme runde, hvor de begge enten spiller hjemme eller ude.

3. Vi ved, at hvert hold i € N\{k} har hgjst ét break i deres spilleplaner. Derfor vil
variablene

(wzrkiﬂx;rm—&—lv te 7'1';71—17 leﬁ ce 7'73:7*;”-—1)
antage én af folgende veerdiraekkefplger: (7,7,...,7,7), (T,T,...,T, F),
(T,T,...,F,F), (T,F,...,F,F).

Vi bemeaerker, at betingelse 3 ovenfor er det samme som, at klausulerne

(@ VT 1) s (@1 V22 pg2) o (2501 V 22is)

*

(le v ﬂw;kﬂ) A (‘/L'szi—Q v _'xw“ki—l)
alle er sande.
Vi er nu i stand til at omformulere P til et 2SAT-problem:

Givet et TT for en turnering med n hold, find da (om muligt) et sandt/falsk-tildeling
ziy € {T,F}, (i,r) € N\{k} x R, der tilfredsstiller folgende betingelser:

(a) xiy, =T, i€ N\{k}
(b1) Zir; = %)y, i,j € N\{k}, uf, #uf
(b2) @iriy # Ty i,j € N\{k}, uf,, =uj,
(c) (xfr,m v _"T:,rkﬂrl) = ($;rki+l v _'m;(,r;ﬂ-+2)

=...= (@], Valy) = (2], V al,)
:,“:(;c 2\/_&,{‘ ):T 'LEN\{I{;}

*
4T ki — 4,rgi—1

For en sandt/falsk-tildeling x;ﬂa, der opfylder ovenstaende 4 betingelser, kan vi lave et

HAP, U’ = (t;,), der opfylder, at det k’te hold i U’ har kampplan (H,A, H, A,...,A)
og for alle hold i € N\{k} geelder, at

tﬁr, m;,r =T
r /o k _
tir={ 4 i, =Fogt;, =H

H, xg,r:Fogtﬁr:A
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4 SPORTS SCHEDULING 4.4 HAP feasibility-problemet

Betingelserne (a), (b1) og (b2) sikrer, at vores HAP, U’, er en lgsning til vores givne T'T,
og betingelse (c) sgrger for, at hvert hold har hgjst ét break. Dette ses ved, at i klausulen
(x,y) er = sand, nar der ikke er breaks; ved ét break bliver y sand, og ved flere breaks
findes der én klausul (x;,y;), hvor begge er falske.

Derfor bliver turneringens samlede antal breaks lig n — 2, da hold k ikke har nogen
breaks, og det hold, der mgder hold k i férste runde har heller ingen breaks. Gennem
beviset har vi ligeledes vist, at vi ud fra en lgsning til Pj kan konstruere en tildeling, der
opfylder alle betingelserne i 2SAT-problemet.

Da hver af 2SAT-problemerne er specialtilfaelde af 2SAT-problemet (som er lgsbart
inden for polynomiel tid), er ogsa problemet P lgseligt inden for polynomiel tid, hvilket
beviser pastanden i ssetningen. O

Der er efterhanden ogsa vist andre interessante resultater omkring kompleksiteten af
sports scheduling. Bl.a. har Matsui/Miyashiro i [10] ogsa vist resultater om kompleksitet
ved nogle specialtilfaelde, hvor bl.a. alle hold har hgjst ét break. Post/Woeginger ser pa
sakaldte partielle TT for SRRT, hvor man ser pa et feerre antal runder, hvor holdene
mgder hinanden hgjst én gang og forsgger at minimere breaks i sadanne TT: ([141], p172)

Seetning 4.17. Minimering af breaks i partielle TT med n (lige) hold og 3 runder er
NP-hardt.

Korollar 4.18. Minimering af breaks i partielle TT med n (lige) hold og et fastsat antal
runder r > 4 er NP-hardt.

4.4 HAP feasibility-problemet

I dette afsnit vil vi nu at se pa det sakaldte HAP feasibility problem: ([9], p79)

Definition 4.19. Givet et HAP, da bestar HAP feasibility-problemet i at afgore, om det
er muligt at finde en tilhgrende TT.

Vi vi nu vende tilbage til constraint programming og se mere specifikt pa dens anven-
delse inden for sports scheduling. Man siger, at et CSP (se afsnit 3.1) er kantkonsistent
mht. en constraint ¢ omhandlende variablene x1,...,x, & < n, hvis der for ethvert
i€ {l,...,k} og hvert v € D, findes et element (vg,,..., Ve, ,,V, Vs, 1s---,Vs;) € C.
Et CSP generelt kaldes sa kantkonsistent, hvis det er kantkonsistent mht. til alle dets
constraints.” ([4], p4f)

I formuleringen af et sports scheduling-problem er de to constraints all-different og
one-factor med til at sikre, at hhv. hvert hold mgder alle andre hold i deres spilleplan
netop én gang, og at holdene parres to og to i runderne, altsa hvis hold 7 skal spille
mod hold 7, sa skal hold j spille mod hold i. Man har fundet ud af, at all-different
i sig selv bgr medfgre kantkonsistens. For at sikre disse betingelser man foreslaet 3
propagationsteknikker, hvor o, angiver hold i’s modstander i runde r: ([17], p13f)

1. kantkonsistent propagation mht. fglgende constraints:

Oir#i ’i=1,...,n
Oppr =% t=1,...,n

SKantkonsistent propagation laver sa et CSP om til et kantkonsistent CSP.
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2. kantkonsistent propagation mht. fglgende constraints:

oir Z1 i=1,....,.n,r=1,...,n—1
Opppr =% t=1,...,n, r=1,...,n—1
all-different(01y,...,0p) 7=1,...,n—1

3. kantkonsistent propagation mht. fglgende constraints:

one-factor(o1p,...,0ny) T=1,...,n—1.

I [1], p8ff vises det eksperimentelt, at den forste metode ikke er synderligt effektiv,
hvorimod tilfgjelsen af all-different i toeren markant forbedrer kgrselstiden. Hvis der ikke
er givet et HAP, er treeren den mest effektive metode, hvorimod hvis der er givet et HAP
(som f.eks. i tilfeeldet med den danske SAS-liga), er toeren mest effektiv. Dette har Trick
vist 1 [20], hvor han betragter en SRRT, hvor D; er meengden af mulige modstandere for
hold 7 i en bestemt runde. D; kaldes sa bipartit, hvis maengden af alle hold i turneringen
kan deles op i to lige store grupper X og Y med hver § hold, sa der galder, at hvert hold
i X kun skal spille mod hold fra Y og modsat. Hvis hjemme-udebanemgnsteret for en
runde i en turnering er givet pa forhand, opstar der naturligt en opdeling (bipartition)
mellem hjemme- og udehold som ovenfor: ([20], p5)

Setning 4.20. Hvis D;, i = 1,...,n er bipartit, medforer kantkonsistens for de tre

constraints
oir 1 1=1,...,n

Oppr =1 t=1,...,n

all-different (o1, . .., 0py)
kantkonsistens for

one-factor(o1y, ..., 0ny).

Altsa bgr man bruge metode 2 i de tilfzelde, hvor der er tale om et HAP feasibility-
problem, da den er kantkonsistent og hurtigere. Miyashiro/Iwasaki/Matsui har i [9] set
pa, hvordan man sikrer, at ens HAP er feasible. Vi vender nu tilbage til Eksempel
4.3 og indfgrer lidt notation: lad som for N = {1,2,...,n} veere mangden af hold,
R={1,2,...,n—1} maengden af runder, og lad N C N veere en delmaengde af holdene,
hvor m € N er de tilsvarende hjemme-/udebanemgnstre. Lad desuden > men hmr 08
> mei (1= hme) veere hhv. antal hjemme- og udekampe i runde 7 for mgnstrene hgrende
til holdene i N. Vi indfgrer nu fplgende storrelse: ([9], p82)

i | V] (1] - 1)
a(N) = me Z R Z (1= hmr) S E—

r€R meN meN

Proposition 4.21. For ethvert feasible HAP gelder der for enhver delmangde N af N,

at a(N) > 0.

Beuvis. Vi ser, at w er antallet af kampe, der skal spilles i alt af holdene i N, for
at de alle kan mgde hinanden. Antag, at der findes N C N, sa a(N) < 0. Sa kan alle
holdene i N ikke mgde hinanden, og vi har opnaet en modstrid. O
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I eksempel 4.3 vil der for N = {2,3,4} geelde, at a(N) = 2 — 3 = —1. Altsa ser vi
igen, at vores HAP ikke feasible.

Vi kan nu omformulere de to betingelser fra side 32 om ngdvendige betingelser, for at
et HAP er feasible, til:

1. a(N)=0
2. For alle delmzengder N af N med |N| = 2 gzlder, at a(N) > 0.

I[9] (p96¢f) vises det, at en turnering med et minimalt antal breaks, der opfylder Propo-
sition 4.21, kan findes inden for polynomiel tid. Desuden undersgges det eksperimentelt,
om implikationen ogsa geelder den anden vej, altsa om der for et HAP, der opfylder, at
a(]\7 ) > 0, ogsa geelder, at dette HAP er feasible. I eksperimentet blev der fokuseret pa
HAP med et minimalt antal breaks. Hvorvidt det pageseldende HAP var feasible, blev
undersggt vha. heltalsprogrammering. Konklusionen pa eksperimentet blev, at dette var
sandt for turneringer med op til 26 deltagende hold. Grunden til, at tallet ikke blev
stgrre, skyldtes manglende computerkraft:

Korollar 4.22. For turneringer med n < 26 hold gelder der, at et HAP med et minimalt
antal breaks er feasible, hvis og kun hvis der for alle N C N gelder, at a(N) > 0.
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5 SAS-ligaen — et konkret eksempel

Vi vil nu langt om laenge se naermere pa en konkret schedulering af en turnering, nemlig
den bedste danske fodboldraekke SAS-ligaen, hvis 2006/07-saeson er blevet scheduleret
af Rasmussen i [15]. Det lidt atypiske ved SAS-ligaen er, at der er tale om en t¢riple RRT,
altsa hvor alle hold mgder hinanden 3 gange. Der er 12 deltagende hold, hvilket giver
os 33 runder med 6 kampe i hver. Vi veelger at opdele turneringen i to dele, P = {1, 2},
hvor fgrste del er de forste 11 runder, og anden del er de resterende 22; dvs. vi opdeler i
en SRRT efterfulgt af en DRRT. Tilsvarende kalder vi igen meengden af alle runder for
R,og R' = {1,2,...,11} og R? = {12,13,...,33} lader vi vaere runderne i de to dele.

I SAS-ligaen findes der (ligesom i de fleste andre ligaer) et stort antal constraints, der
skal eller helst skal vaere opfyldt i den endelige spilleplan. Disse constraints stiller krav til
bade HAP og TT for turneringen, og der forefindes constraints af alle typer, bortset fra,
at ingen nuvaerende SAS-ligahold deler stadion. De forskellige constraints vaegtes efter,
hvor vigtige de er. Sakaldte harde constraints mad ikke brydes, og de blgde constraints kan
brydes, men medfgrer en ”straf-veerdi, der gnskes minimeret i den endelige spilleplan.
Vi opremser nu hurtigt de forskellige constraints for SAS-ligaen: ([15], p3f)

Placeringsbetingelser: Constraints, der sikrer, at et hold spiller ude eller hjemme i en
bestemt runde. Dette kan enten veere en blgd eller hard constraint athsengig af
grunden hertil.

Top- og bundholdsbetingelser: 1 SAS-ligaen regnes to hold for ”tophold” (Brgndby og
FCK). Da publikumsindtaegterne fra et stadion er bedre, nar et tophold kommer
pa besgg, tilstreebes det, at et af topholdene besgger hvert af de gvrige hold i del 1
(runde 1-11). Disse er blgde constraints. Meengden af ikke-tophold kalder vi N7°.

Breakbetingelser: Her sikres det for SAS-ligaens vedkommende, at der hverken er breaks
i runde 2 eller i sidste runde (33). Fgrstnaevnte er en blgd constraint, sidstnaevnte
er hard. Desuden gnskes det sa vidt muligt, at holdene alternerer mellem hjemme-
og udebanekampe. Disse constraints er selviglgelig blgde.

Kampbegraensninger: [ disse blgde constraints prgver man at sikre, at en kamp mellem
to hold (i, j) skal spilles i en bestemt periode.

Geografiske betingelser: For to (eller flere) hold, der kommer fra samme geografiske
omrade sikres det med disse blgde constraints, at der er hold, der spiller hhv. ude
og hjemme i hver runde.

Pattern-betingelser: 1 SAS-ligaen tillades to eller flere pa hinanden fglgende breaks ikke
(harde constraints).

Separationsbetingelser: Her angives det f.eks., hvor mange runder (k = 4 for SAS-
ligaens vedkommende) der skal ga, for to hold ma mgde hinanden igen. Dette er
en hard constraint.

Holdbetingelser: De 6 bedste hold fra forrige saeson tildeles hver en ekstra hjemmebane-
kamp i del 1, altsa har disse hold i alt 17 hjemmebanekampe og 16 udebanekampe
samlet set i turneringen. Dette er harde constraints. Desuden tilstrasbes det, at
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hvis et hold i i de foregaende szsoner har spillet mange gange ude mod et andet
hold j i del 1, lader man i den nye seeson hold ¢ fa hjemmebane mod hold j. Disse
er blgde constraints.

Selve fremgangsmaden til at finde en brugbar spilleplan, der minimerer stgrrelsen af
de brudte constraints, bygger pa metoden fra [16], hvor der bruges logic-based Ben-
ders decompostition til at opdele i hoved- og underproblemer, ligesom der undervejs kan
tilfgjes specielle Benders cuts. Fremgangsmaden kan opdeles i fire trin, hvis detaljer vi
vender tilbage til senere:

Trin 1 begynder med at generere hjemme-/udebanemgnstre med et minimalt antal
breaks, der sikrer, at antallet af hjemme- og udebanekampe for hvert hold hgjst er 6 i
del 1, at der ikke er to pa hinanden fglgende breaks, og at der ikke nogen breaks i sidste
runde. Fgrst genereres mgnstre med 0 breaks, derefter fortseettes med 1 break osv. Disse
mgnstre samles lgbende i en maengde, og kan der ikke genereres flere, stopper algoritmen.
Trin 1 udfgres vha. constraint programming.

Trin 2 forsgger nu at generere HAP ud fra de fundne mgnstre, samtidig med, at
disse opfylder lidt flere af de givne constraints. Dette lgses vha. heltalsprogrammering
og svarer til vores hovedproblem mht. Benders decomposition. Her indfgres et antal
blgde constraints, bl.a. geografiske, placerings- og breakbetingelser. Trin 2 udfgres vha.
heltalsprogrammering.

Trin 8 undersgger, om de fundne HAP er infeasible ud fra kriterierne fra afsnit 4.4.
Hvis HAP er infeasible, genereres et Benders cut, der tilfgjes til hovedproblemet, og
algoritmen vender tilbage til trin 2. Hvis det fundne HAP ikke er konstateret infeasible,
fortseettes der til trin 4. I trin 3 anvendes bade heltalsprogrammering og constraint
programmering.

Trin 4 anvender heltalsprogrammering til at finde et TT, der passer til vores HAP
genereret i Trin 2. Dette er vores underproblem mht. Benders decomposition-teknikken.
Hvis et feasible T'T findes, tilfgjes et optimalitetscut til hovedproblemet, ellers tilfgjes et
reguleert Benders cut til hovedproblemet. I begge tilfeelde returneres der altsa til trin 2.

Algoritmen fortseetter, indtil vores hovedproblem er infeasible, og der ikke kan dannes
flere hjemme-/udebanemgnstre. Vi har nu enten ingen lgsning eller en optimal lgsning
til problemet.

Det centrale i algoritmen er styrken af de tilfgjede Benders cuts. Cuts, der kun udtaler
sig om et enkelt tilfaelde, er ikke naer sa steerke som cuts, der udtaler sig generelt om
mange tilfzelde. Hvis det f.eks. findes, at to bestemte hjemme-/udebanemgnstre ikke kan
optraede i samme HAP, kan et cut sortere et stort antal HAP vaek fra lgsningsmaengden.
Fremgangsmaden er illustreret i Figur 4. ([15], p5f)
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HAP ikke fundet

Trin 2:
Find HAP

Trin 1:
Find hjemme-/

Trin 4:
Find TT

Trin 3:
Check feasibility

udebanemgnstre

Ingen Mgnstre fundet HAP fundet HAP ikke
menstre infeasible
fundet

Stop)

Figur 4: Diagram over algoritmen til schedulering af SAS-ligaen

5.1 Generér mgnstre

I Trin 1 genererer vi hjemme-udebanemgnstre for del 1 og 2 hver for sig, idet dette
reducerer antallet af mulige mgnstre og giver stgrre fleksibilitet mht. feasibility af de
enkelte dele. I dette trin af processen tages der kun hgjde for harde constraints (derfor
er der heller ingen objektfunktion, der skal minimeres). Lad P! og P? veere de genererede
mgnstre for de to dele, hvor vi lader B! og B? veere gvre graenser for antallet af breaks.
Hver gang vi anvender Trin 1, stiger disse to variable med 1, indtil de nar den af DBU
fastsatte graense pa 3 (altsa kan hvert hold hgjst have 7 breaks i hele turneringen).
Indfgrelsen af variablen h,, der er 1, hvis mgnsteret har en hjemmekamp i runde r og
0 ellers ggr, at vi kan lgse opgaven for del 1 med CP, hvortil vi anvender fglgende
formulering: ([15], p7)

11
> h<6 (10)
r=1

11

> h>5 (11)

r=1
742
d <2 VPe{l,2,...,9} (12)

742
d he=1  Vire{l,2,...,9} (13)

10

(Z hy = hr+1> =B (14)
r=1

h.€{0,1}  Vre{1,2,...,11}

(10) og (11) sikrer os, at hvert hold har 5 eller 6 hjemmebanekampe i del 1. (12) og
(13) sikrer, at der i en periode pa 3 runder er maksimalt 2 hjemmekampe (udekampe) og
dermed ikke er to pa hinanden fplgende breaks (altsa vore pattern-betingelse). Til sidst

5Vi anvender her CP, da CP er mere effektiv end IP til at generere feasible lgsninger, jfr. afsnit 3.1
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sikrer (14), at vi kun ser pa mgnstre med B breaks. B sattes, forste gang problemet
Igses, til 0, og nar vi vender tilbage, seettes B til 1,2,3, med B = 3 i vores tilfzelde.

For del 2’s vedkommende ser modellen ud som fglger:

sequence(l, 2, 3, [h12, h13, ey hgg], [0, 1], [11, 11]) (15)
32

> (e =hyi1) = B? (16)

r=12

h3a # ha3 (17)

hy € {0,1}  Vre{12,13,...,33}

(15) sikrer, at der i en sekvens pa 3 pa hinanden fglgende runder (blandt runderne
12 til 33) mindst skal veere 1 kamp hjemme (ude) og hgjst 2 kampe hjemme (ude).
Altsa kan der ikke opsta nogen pa hinanden fglgende breaks. Desuden skal der veere
11 hjemmebanekampe og 11 udebanekampe i hvert mgnster. (16) svarer til (14), blot
for del 2. (17) sikrer, at der ikke kommer et break i sidste runde (den harde af vores
breakbetingelser). Grunden, til at vi ikke anvender constraint programming til del 1, er,
at de 6 bedst placerede hold fra forrige sseson har en ekstra hjemmebanekamp. Dermed
bliver sequence uanvendelig.

5.2 Generér HAP

Vi skal nu i gang med at finde HAP ud fra vores maengde af feasible mgnstre, som
vi har fundet i Trin 1 ovenfor. Vi skal pa forhand advare om, at der nu kommer en
del notation. Lad P’ veere meengden af de genererede mgnstre, der opfylder de harde
placeringsbetingelser for hold 7 i del p. Lad nu m € PP vere et mgnster, og lad 2% .
i € N,m € PP, p € P veere 1, hvis hold ¢ bruger mgnster m i del p og 0 ellers.

Objektfunktionen i vores hovedproblem bliver nu:

min ZZ Z c€m$€m+ZCBT1/’zBT+ Z ZCGed}lGr’e T

pEPIEN mePP iEN leCGereR

Vi vil nu forklare de forskellige led. ¢B" er straffen, der tillsegges, hver gang der opstar et
break. c2" er altsa breakstraffen for at bruge mgnster m. Tilsvarende er ¢ straffen for at
bruge mgnster m til hold 4, hvor et antal placeringsbetingelser er brudte, og c2¢ er straffen
for et break i runde 2. Disse tre potentielle straffe samles som ¢, = cB" + ¢l + B¢,
i€ N, m € {P!, P?}, p € P. Leddet

YD D Gty

peEPIieEN mEPip

giver altsa straf i objektfunktionen, hvis der er breaks i anden runde, breaks i nogle af
de to dele eller brudte placeringsbetingelser. Det skal her bemaerkes, at nar vi udveelger
mgenstre, der skal ”parres”, er det pa forhand fastlagt, om (og dermed ogsa hvor mange)
af disse blgde constraints, der er brudt. For hvert mgnster har cfm altsa en bestemt
veerdi, der sa kommer i spil, hvis mgnsteret bruges (altsa hvis :Ufm =1).
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Leddet

Z CB'rd}iBr

iEN
giver en straf, hvis der er et break i fgrste runde i del 2, dvs. variablen T,Z)Z-BT, i1 € Nerl,hvis
hold i har et break i runde 1 i del 2 og 0 ellers. Vi lader nu A, 7 € R, m € {P', P?}
veere 1, hvis mgnster m har en hjemmekamp i runde r og 0 ellers. Dette har vi to
constraints, der sikrer; den ene, hvis der er tale om to udebanekampe i traek, og den
anden to hjemmebanekampe. F.eks. er den for udebanekampene givet ved

Z hmvllxilm + Z hm,lelzm + T/JZBT Z 1.

me Pi1 me PZ-2

Desuden indfgrer vi variablen @Zﬁe, der giver en straf i objektfunktionen, hvis de valgte
mgnstre gor, at blgde geografiske betingelser brydes. Hvis dette sker, kommer straffen
c“¢ i spil. Her er | en geografisk constraint fra meengden C%¢ = Cge U Cge af alle
geografiske constraints (krav om hhv. hjemme- og udebanekampe), der sikrer, at mindst
ét hold fra et omrade NlGe (som har flere deltagende hold i turneringen) enten spiller
hjemme eller ude i hver runde r. wﬁe er 1, hvis den geografiske constraint [ er brudt og

0 ellers. Altsa giver leddet
PP
leCGereR

en straf, hvis en geografisk betingelse brydes.
I objektfunktionen skal der gives en geografisk straf, hvis alle hold i en geografisk
region, NZ¢, spiller ude (hjemme). Hvis 3°, NGe > mepr hmrat =0, spiller holdene fra

NlGe ude i runde r, og 1/116,36 skal vaere 1. Dette giver os betingelserne:

> (A= hpp)al, | +u5e > 1

iENFe meP?

Til sidst indfgrer vi variablen v, som skal bruges til vores optimalitetscuts. Denne
variabel vender vi tilbage til senere, men den bidrager med nogle straffe, hvis blgde
constraints bliver brudt under tildeling af TT i trin 4.

Til at sikre, at der ikke opstar nogle pa hinanden fglgende breaks mellem del 1 og
del 2, har vi fire constraints. De to fgrste sikrer, at der er hhv. hgjst 2 og mindst 1
hjemmebanekamp i runderne 10-11-12, og de to sidste sikrer det samme for runderne 11-
12-13. F.eks. sikrer folgende constraint, at der er hgjst 2 hjemmebanekampe i runderne
10-11-12:

Z (P10 + Bm11) b + Z P22, < 2.

me PZ.1 me Pi2

Vi seetter ogsda LB og UB til hhv. nedre og gvre greense for vores objektfunktion.
LB initialiseres til det mindste antal breaks, der kan forekomme jfr. Seetning 4.8, altsa
i vores tilfeelde saettes LB = 30. UB kunne i teorien saettes til antal mulige breaks plus
summen af alle blgde constraints overtradt, men i praksis settes den bare til et meget
stort tal. IP-modellen for at finde HAP bliver nu: ([15], p7ff)
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5.2 Generér HAP

min Y5 3" &t + 3Pyl

pEPIEN mePP iEN

p Br_ B

@ ET T st ¢ X

pEPIEN mePP ieEN

p Br_ B
DD D bt D el
pePieEN mEPL.p 1EN
fomzl, Vie N, pe?P
mePP
pr <1, VYme PP, pe®
iEN

> hmpal, =6, VreRPVpeP

€N mEPf

DD haah, |+l 21

iENFe meP?

> (0 had, |

ieNlGE meP?

1 2
Z hm,llxim‘f‘ Z hm,leim

mePp} meP?

+7m 21

o> el o (18)
leCGereR
> e | +v> LB (19)
leCGereR
Y Sl | +o<UB (20)
leCGereR
(21)
(22)
(23)
Vie OS¢, ¥re RP, Vpe P (24)

vl e C§¢, vr

S (= hma)zi, + [ D0 (1= hma) +Pr>1

meP} meP?

D (hmo + hm11) @i + > ozl <

meP} meP?

l\D

Vie N

Z (P10 + Bom11)Zh, + Z hm22, > 1, Vie N

mePp} meP?

D bl + Y (hwaz + hiniz)al,

meP} meP?

D bl + Y (hwaz + hiniz)ad,

meP} meP?

<2  VieN

, Vie N

2t € {0,1}, Vie N, Vm & PP, Vpe P

Bre 0,1}, VieN
Gec{0,1}, WVieC%, VreR
NS R+

o1

€ RP, Vpe P (25)

Vie N (26)

Yie N  (27)
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(18) er vores objektfunktion i hovedproblemet, hvor de forskellige straffe kommer i
spil. T (19) og (20) tildeler vi vores objektfunktion en nedre og gvre greense. (21) sik-
rer, at hvert hold tildeles netop ét mgnster i del 1 og 2, og (22) sgrger for, at hvert
menster tildeles hgjst ét hold. (23) holder styr pa, at halvdelen af holdene spiller hjem-
me i hver runde. Begreensningerne (24) og (25) tildeler en straf, hvis ikke de geografiske
constraints for de forskelige omrader er overholdt (dvs. at ét hold spiller hhv. hjemme
og ude i samme runde). (26) og (27) tildeler en straf, hvis der er et break i overgangen
mellem del 1 og del 2. (28),(29),(30) og (31) sikrer, at der ikke kommer nogen pa hin-
anden fplgende breaks mellem del 1 og del 2. (28) og (29) ser pa de sidste to runder
i del 1 og den fgrste i del 2, hvor de sikrer, at hvert hold har netop 1 eller 2 hjemme-
banekampe. Tilsvarende ser (30) og (31) pa den sidste runde i del 1 og de to forste i del 2.

Hvis ovenstaende model er infeasible, skal vi ifglge algoritmen gé tilbage til Trin 1
og generere flere mgnstre. Findes en lgsning, bensevner vi den (Z, ¢?", wGe) og lader PP
vaere de mgnstre, vi har valgt at bruge i del p.

5.3 Undersgg feasibility

Vi skal nu i Trin 3 undersgge, om det fundne HAP er feasible eller ej. Dette gores ved
fgrst at undersgge feasibility af de to dele hver for sig og til sidst feasibility af de to dele
kombineret.

Til kontrollen af del 1 kan vi anvende Proposition 4.21. I stedet for at se pa alle del-
maengder af mgnstre vaelger vi at opskrive et problem (UBM), der finder den delmaengde
N, der har den mindste venstreside i folgende udtryk:

S mind S by 32 (1= ) (=)
: mr) p 2

reR! meN meN

Hertil indfgrer vi variablene a,,, € {0,1}, der angiver, om mgnster m ligger i den
delmzengde N af monstre i vores fundne HAP, vi ser pa (1 hvis ja, 0 hvis nej). Desuden
er 6, € {0,1} lig med 1, hvis vi ser pa hjemmebanekampe og 0 ellers. Til sidst teeller
Gy € R, antallet af kampe hjemme (ude) i hver runde s, aftheengig af veerdien af §,:

min » _ 6 (32)

reRr!
st > am=|N]| (33)
meP!
Be= O hmroim + IN|(1=6,) >0, reR (34)
meP!
Be— > (1= hmp)am + N6, >0, reR (35)
meP!

am, 0r € {0,1}, me P!, reR!
Br € Ry, re R

(32) svarer til > cpimin {>° o o, >, o5 (1— hinp) b 1 (33) sikres det, at vi far
netop det antal menstre, der svarer til |N| € {2,3,...,12}. T (34) og (35) begranses
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Br. Hvis der er feerrest hjemmebanekampe, vil (34) blive dominerende, da (3, sa skal
veere storre end ) 51 Apraun og tilsvarende vil (35) blive dominerende for faerrest
udebanekampe. Vi bemeaerker, at (3, altid vil ende med at veere et heltal, da vi minimerer
en funktion over binsere variable. Grunden til, at (3, er reel, er, at dette ggr problemet
regnemsessigt hurtigere at lgse. ([16], p12f)

I [16] opstilles folgende npdvendige betingelse for, at et HAP er feasible:

Definition 5.1: Mﬂnstervariation§betingelsen: . B
Givet et HAP PP og en delmangde N af storrelse |N|, da er PP feasible, hvis og kun

hvis den optimale lgsning til (UBM) er storre end eller lig w

Er ovenstaende betingelse ikke opfyldt i Trin 3, tilfgjer vi Benders-cuttet

€N mepl

Altsa udelukkes elementerne i delmaengden P! fra alle at indga sammen i kommende
HAP.

For at undersgge del 2 anvender vi mgnstervariationsbetingelsen samt en anden be-
tingelse, vi kommer tilbage til. Vores cut fra tidligere, ;x> - po z3 < IN| — 1, kan
genbruges, dog kan vi forstaerke det yderligere. I del 2 skal holdene mgde hinanden 2
gange, vi kan altsa anvende betingelsen pa begge halvdele af del 2. Hvis vi har en situ-
ation, hvor holdene ikke kan mgdes i forste haldel af del 2, kan maengden af mgnstre p2
udvides til ]3[2] med de mgnstre, der har forste halvdel af del 2 identisk med et af holdene

i P2 (og tilsvarende for sidste halvdel). Altsa tilfgjer vi cuttet

Z Z $z2m§|N|_1a

iEN mep?

hvis en af halvdelene i del 2 viser sig at veere infeasible.

Den anden betingelse, vi skal se pa, indfgrer vi for at fa overholdt vores separations-
betingelse. Vi introducerer til dette formal oy, m, € R, som angiver den runde, hvor det
hold, der anvender mgnster mq spiller hjemme mod det hold, der anvender mgnster ms.
Dette giver os CP-problemet (GAM):

(Banyr = 0) V (Bnyr = 1) = (Cpymy #7),  Vma,ma € P2 my # my, ¥r € R%(36)
all-different(all(ma € P2\1)0m,my, all(ma € P2\m1)omym, ), ¥Ymi € P2 (37)
(Omims — Omamy < —4)V (Tmymy — Omamy > 4), Ymi,ma € P2 mq < mo (38)
(Cmymy < 22) < (Cmgm, > 23),  VYmy,mg € P2 my < my (39)

Omyims € R? VYmi, mg € 152, mi # mao.
(36) sikrer, at hvis det hold, der har mgnster nummer my, spiller ude i runde r, eller
det hold, der har mgnster nummer mgy, spiller hjemme i runde r, kan de to hold ikke

mgdes hos det hold, der har mgnster nummer mq, i runde r. Altsa at et hold ikke kan
spille en hjemmebanekamp i en runde, hvor det pageeldende hold har udebane. I (37)
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fordeles kampene i samme mgnster, sa hjemme- og udekampe mod alle de andre hold
spilles i forskellige runder. F.eks. kan m; ikke mgde ms pa hjemmebane i samme runde,
som mg mgder m; pa hjemmebane. (38) sikrer, at separationsbetingelsen bliver opfyldt.
Her lader vi £ = 4 veere det antal runder, der skal veere mellem to holds indbyrdes
kampe. (39) sgrger for, at to hold mgder hinanden én gang i forste halvdel og én gang
i anden halvdel af del 2. Grunden til mgnsternumrene m; < mg i (38) og (39) er, at vi
ellers kunne fa samme betingelse til at fremga to gange.

Vi kan nu formelt definere den betingelse, der ggr, at vi overhovedet kan anvende
ovenstaende:

Definition 5.2. Den multiple mgnsterseparationsbetingelse:
Givet et HAP PP og en delmengde N af PP, da er PP feasible, kun hvis (GAM) har en
feasible lgsning.

Hvis vi kan finde en delmaengde N, hvor ovenstaende betingelse ikke er opfyldt, tilfgjer
vi fglgende Benders cut til vores hovedproblem: ([15], p11f)

> @k, <INI-1L

Til slut i Trin 3 ser vi pa feasibility af de to dele sat sammen. Fgrst ser vi pa, om alle
par af to mgnstre overholder separationsbetingelserne ved overgangen fra del 1 til del 2.
Hvis dette ikke er tilfeeldet, hvor i; har mgnster m} i del 1 og mgnster m? i del 2, og
tilsvarende har hold iy megnstrene mi og m3, tilfgjer vi sa cuttet

1 2 1 2
th% + th% + xigm% + migmg < 3
til vores hovedproblem. Vi vil ikke komme naermere ind pa resten af feasibility-undersggelsen
for de samlede dele, men blot naevne, at vi igen anvender Definition 5.2 pa det samlede
HAP. Her anvendes igen CP, og der tilfgjes et cut, hvis dette HAP viser sig at veere
infeasible. Hvis det viser dig, at vores HAP ikke konstateres infeasible, fortseetter vi til

Trin 4, ellers gar vi tilbage til Trin 2, sa snart vores cut er tilfgjet. ([15], p12f)

5.4 Tildel timetable

I Trin 4 tildeler vi sa endelig en T'T til vores HAP. Til dette anvendes en IP-model, som vi
ikke vil komme ngermere ind pa her. I denne model indgar de resterende blgde betingelser,
igen som "straffe” i vores objektfunktion, der skal minimeres, bl.a. tager vi her hgjde
for folgende betingelser: topholdsbetingelser, kampbegrzensninger og holdbetingelser.

Hvis modellen viser sig at veere infeasible, ma mindst ét af de fundne mgnstre skulle
skiftes ud. Vi tilfgjer derfor cuttet

iEN

til vores hovedproblem og gar tilbage til Trin 2. Ellers har vi fundet en feasible spilleplan
for turneringen, og vores opgave er nu at prgve at finde en bedre. Dette ggres sa ved at
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opdatere vores U B lig veerdien af objektfunktionen fra vores hovedproblem. Derudover
tilfgjer vi folgende optimalitetscut til vores hovedproblem:

2 (S -9

i€EN

hvor vI7 er objektfunktionsveerdien af det TT, der lige er genereret. Denne constraint

vil altsa veere overflgdig, hvis vi ikke veelger ngjagtig samme HAP igen. Hvis vi veelger
samme HAP igen, vil der geelde, at v > vT7T, og straffene fra Trin 4 kommer dermed til
at indga i vores hovedproblem. ([15], p13ff)

5.5 Metodens effektivitet

Udover at schedulere saesonen 2006,/07 har Rasmussen testet ovenstaende metode for sae-
sonen 2005/06 og sammenlignet med tilfeeldigt genererede instanser. I seesonen 2005/06
blev k fastsat til 0, da alle holdbetingelser ellers ikke ville kunne vaere opfyldt. Ras-
mussen har scheduleret selvsamme sason for k lgbende fra 0 til 4. I visse tilfaelde kan
det veere en hastighedsmaessig fordel ogsé at indfgre en constraint, som sikrer, at alle
mgnstre er parvist komplementeaere. Generelt har algoritmen sveert ved at bevise opti-
malitet inden for tidsgraensen pa 1800 sekunder’, men det kan diskuteres, hvorvidt man
overhovedet kan tale om optimalitet, da det er et veegtningsspgrgsmal, hvor store de
forskellige "straffe” for at bryde constraints skal veere. Desuden kan det veere en fordel
for et forbund at have nogle forskellige spilleplaner at vaelge imellem.

I nedenstaende skema ses resultaterne af de forskellige tests. ki, i = 0,1,...,4 angiver
k-veerdien af testen, og +komp angiver, at komplementeaer-constrainten er tilfgjet. Talle-
ne i skemaet angiver, hvor mange af de pageldende blgde constraints, der er brudt. Af
de udferte tests er kun k1+komp vist optimal inden for tidsgreensen.

Test Plac. Kamp Top Hold Beg. Geo. Break I alt
299 (1 (10) (@) (10) (3) (372) (426)
Spilleplan 05/06 3 0 2 0 2 8 46 61
kO 0 0 1 1 2 1 36 41
kO+komp 0 1 1 0 2 0 38 42
k1l 0 0 1 1 2 1 36 41
k14+komp 0 0 1 0 2 0 38 41
k2 0 1 1 0 2 1 36 41
k2+komp 0 0 1 1 2 0 38 42
k 0 0 1 0 2 1 38 42
k3+komp 0 0 1 1 2 0 38 42
k4 0 0 1 0 2 1 38 42
k4+komp 0 1 1 0 2 0 38 42
Skema 3

Metoden viser sig altsa at veere meget brugbar, idet den kan reducere antallet af
brudte constraints ganske betragteligt (over 30%), selvom k forgges. Altsammen inden

" Tidsgraensen er fastsat af Rasmussen i forbindelse med testen.
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for kort tid. For SAS-ligaens vedkommende ser vi i skemaet, at der altid er brudte
topholdsbetingelser og breakbetingelser vedr. breaks i anden spillerunde (Beg.). Grunden
til det forste er, at begge tophold hver har 5 udebanekampe i del 1, og derfor vil der vaere
mindst én runde i del 1, hvor ingen af dem spiller ude mod et hold fra N7°. Grunden til
det andet er, at ét af holdene har gnsket at fa lov til at spille to udebanekampe i runde
1 og 2. ([15], p15ff)
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6 Konklusion

Vi har i dette projekt vist, at heltalsprogrammering, constraint programming og Benders
decomposition kan bruges sammen i praksis inden for sports scheduling. Desuden har vi
vist, at den generelle matematiske teori inden for emnet bruges til f.eks. fastseettelse af
nedre graenser for breaks og til at traeffe feasibilityafggrelser. Herudover kan vi konklude-
re, at matematiske modeller er langt mere effektive i forhold til tidligere ars ”manuelle”
forsgg pa schedulering af den bedste danske fodboldliga, SAS-ligaen.

Sports scheduling er et glimrende eksempel pa problemlgsningsmetoder, hvor man med
fordel kan kombinere heltalsprogrammering og constraint programming, og brugbarhe-
den af denne anvendelse vil efter al sandsynlighed fgre til yderligere forskning inden for
omradet. Sports scheduling som helhed vil ligeledes blive uundveerlig ved stgrre turnerin-
ger, i takt med at turneringerne kommercialiseres og far flere constraints, der umuligggr
en "manuel” lgsning af problemet.

Alt i alt ma vi konkludere, at sports scheduling i mange ar fremover vil veere et stadig
mere anvendt redskab, der vil affgde megen ny forskning.
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